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1 Uvod

Ptedlozeny studijni materidl slouzi jako zakladni studijni materidl distancni formy
studia pfedmétu Elektrotechnika 2, ktery navazuje na predmét Elektrotechnika 1 a spolu s nim
vytvaii nezbytné nutné teoretické zdklady spolecné pro vSechny elektrotechnické obory, které
jsou potfebné pro studium predméta specializaci v dalsich ro¢nicich studia.

2 Zarazeni predmétu ve studijnim programu

Predmét Elektrotechnika 2 je zafazen ve druhém semestru prvniho ro¢niku bakalatrského
studia jako jeden ze zakladnich teoretickych pfedmétli spoleénych pro vsSechny
elektrotechnické obory. Spolu s dal§imi zakladnimi pfedméty pomdhd vytvaret potiebny
teoreticky zaklad nezbytny pro dalsi studium predmétii specializaci . Pfedmét Elektrotechnika
2 navazuje bezprostfedné na predmét Elektrotechnika 1, ktery je zatazen v 1. semestru studia
a tvofi druhou ¢ast tohoto zakladniho elektrotechnického piredmétu vytvarejiciho potiebné
teoretické zdklady. Rozviji, prohlubuje a rozsifuje zakladni znalosti ziskané v prvni ¢ésti
pfedmétu.

Navazuje na znalosti zdkladnich zdkonl elektrotechniky a zékladnich metod feSeni
linearnich obvodi v ustaleném stejnosmérném stavu. Rozsitfuje znalosti na metody analyzy
jednofazovych a vicefazovych linearnich obvodl v harmonickém ustaleném stavu. Seznamuje
moznostmi jejich vyuziti v bézné elektrotechnické praxi. Déava zaklady metod feSeni
ptechodnych dé&jii v linedrnich obvodech prvniho a druhého fadu. Seznamuje také s nezbytné
nutnymi znalostmi feSeni linearnich obvodi s rozprostienymi parametry., které dnes.

2.1 Uvod do piedmétu

Predmét Elektrotechnika 2 navazuje na znalosti ziskané v prvni casti predmétu
(Elektrotechnika 1), rozsifuje je a prohlubuje. Prvni kapitola predmétu (kap.3.) seznamuje
s chovanim zékladnich linedrnich prvkd v obvodech harmonického ustaleného stavu a s
metodami analyzy jednofazovych linearnich obvodii v harmonickém ustileném stavu.
s jejich vlastnostmi a moznostmi vyuziti v bézné elektrotechnické praxi. Nasledujici kapitola
(4.kap) se zabyva zaklady vicefazovych (zejména trojfazovych) obvodi a metodami analyzy
soumérnych 1 nesoumérnych vicefazovych obvodl. V dalsi kapitole (kap.5.) jsou vylozeny
metody analyzy ptfechodnych déjii v linearnich obvodech. Objasnéna je klasickd metoda i
metoda Laplaceovy transformace, vysvétleny jsou zdkladni vlastnosti obvodl z hlediska
prechodnych i impulsnich charakteristik obvodi. Zavére¢na ¢ast (kap.6.) dava nezbytné nutné
zéklady pro analyzu obvodl s rozprostienymi parametry. Zabyva se zdkladnimi vlastnostmi
téchto obvodu, jejichz vyuziti se v dnesni dobé¢ stale vice rozsSifuje, v ¢asové i kmitoctoveé
oblasti.

Osvojeni poznatkli uvedenych kapitol dava zaklady pro pochopeni ¢innosti analogovych

1 impulsnich obvodi. Umoznuje analyzovat linedrni obvody z hlediska ustdleného stavu
stejnosmérného a harmonického, umoziuje sledovat chovani téchto obvodi i pfi feSeni
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prechodnych déju. Zvladnuti predlozeného obsahu vytvari potiebné teoretické zéklady pro
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3.1 Uvod

V lineédrnich obvodech, které¢ jsou buzeny zdroji harmonického napéti a proudu stejného
dochdzi po odeznéni piechodnych d&ji vyvolanych pfipojenim zdrojii k ustilenému
harmonickému stavu. Tento rezim, pii kterém vSechny obvodové veliiny ( napéti i
proudy) maji harmonicky Casovy pribéh s konstantni amplitudou, je pro elektrotechniku
velmi vyznamny. Vyhodné vlastnosti harmonickych napéti a proudd vyuziva prevazna cast
oborli zabyvajicich se vyrobou, rozvodem a uZitim elektrické energie, vyuZivany jsou i
v oblastech sdélovaci a méfici techniky. Harmonicky ustaleny stav ma mimotadny vyznam i
z hlediska analyzy elektrickych obvod.

3.2 Harmonicky proménné veliCiny

Harmonicky proménnou veli¢inu (napéti, proud) je mozno popsat pomoci funkce sinus
nebo kosinus. OkamzZitou hodnotu ¢asového pribéhu harmonického napéti s periodou T
(obr.3.2 - 1) miizeme napt. psat :

= W)= U, sinfo+y) ,  (32-1)
U . kde U, je amplituda (maximalni hodnota) [ V],
J - w=2m/T=2x f thlovy kmitodet [rad/s],
= ot+ vy faze [rad],
/\? 0 t pocateéni faze [rad].

|/ M

Stejny prubéh miizeme rovnocennym zpliisobem popsat

Obrazek 3.2.1 Harmonické napéti

pomoci funkce kosinus
u®)=U, cos(wt +y’)=U, cos(wt +y —7/2). (32-2)

3.3 Symbolicky pocet

Jestlize nechame v komplexni roviné rotovat vektor (pfedstavujici naptiklad napéti)
rovnomérnym kruhovym pohybem, jeho primét do svislé (tj. imaginarni) osy reprezentuje
harmonicky proménny prubéh (obr.3.2 - 1), ktery je popsan vztahem ( 3.2 —1 ). Vyuziti téchto
rotujicich vektorii pifindsi zna¢né zjednoduSeni zejména pii analyze elektrickych obvodi
v harmonickém ustadleném stavu. Vzajemné postaveni vektord ndm velmi nazorné ukazuje
fazové poméry mezi napétimi a proudy. Ty jsou vSak fyzikdIné skaldrnimi veli¢inami, proto
se tyto rotujici vektory v elektrotechnice nazyvaji fazory .
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Rotujici fazor wu(t) , ktery miize (svym pramétem) zastupovat okamzitou hodnotu
skutecné harmonicky proménné veli¢iny, se nazyva komplexni okamZitou hodnotou nebo
téz komplexorem. Modul této komplexni veliCiny je roven amplitudé¢ U, a argument je
roven fazi ( t+ ). Realnou slozku komplexoru (jeho primét do redlné osy) u”a imaginarni
slozku komplexoru (jeho primét do imaginarni osy) u " muzeme
psat jako

u'=Re{u(t)} =U,, cos(a)t + 1//), u’'=Im{u(t)} =U, sin(a)t + y/). (33-1),(33-2)
V souladu s Eulerovym vztahem mizeme proto rotujici fazor zapsat

ut)=u+ju =U, " =U, e’ e =U, e . (33-3)

v

veliCiny, kterou vyjadiuje fazor v metitku amplitudy
u,=U,e" . (33-4)

Jak je zobr.3.3 - 1 vidét, je tento fazor totoZny s rotujicim fazorem v okamziku t = 0 .
V elektrotechnickych aplikacich cCasto pracujeme s efektivnimi hodnotami veli¢in, proto
zavadime fazor i1 v méfitku efektivnich hodnot. Pro fazor v métitku efektivni hodnoty napéti
tak miizeme psat

U=U.e". (33-5)
Velikost jeho modulu je potom rovna efektivni hodnoté U = U,, /2 .

V komplexni rovin¢ obvykle zobrazujeme vice fazorti najednou. Takové zobrazeni
nazyvame fazorovym diagramem. Piiklad fazorového diagramu, ze kterého je ndzorné vidét
fazovy posun mezi napétim a proudem ¢ = y,— y; , je na obr. 3.3 -2a. Jak je z obrazku
patrné, fazory Up a I, ndm jako symboly v komplexni roviné predstavuji amplitudy a faze
skute¢nych veli¢in obvodu, které jsou zobrazeny pomoci casovych diagrami na obr.3.3 -2b.

Féazory jsou pouzivany jako symboly, které pii analyze zastupuji skutecné fyzikalni
veli€iny. Proto byvéa oznacovana tato metoda analyzy také jako symbolicka metoda. Pii
matematickych operacich v komplexni roviné miizeme fazory vyjadiit pomoci komplexnich

AA'T‘

i(t
u(t

Im

1
Um v Im m i(t) /
' e

ol Wi 0
Re \||?1| U(t)

W]

Q
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Obrazek 3.3.2 Fazorovy diagram Obrazek 3.3.3 Casové pribéhy

komplexniho poctu a stru¢né je zopakujeme v nasledujicim odstavci.

Poznamka:

Rotujici fazor (komplexor) budeme v textu oznaCovat malym tuénym pismenem u(t), i(t),
fazory velkym tu¢nym pismenem U, I ,Uy, L. Jejich absolutni velikosti (moduly) budeme
oznacovat velkou kurzivou tedy U, , I,. Pfi manualnim zépisu fazord se fazory oznacuji
velkymi pismeny s pomocnymi znaky (napiiklad st¥iSkou nad pismenem U ).

3.3.1 Zakladni operace symbolického poctu

Zakladni operace s harmonicky ¢asové proménnymi veli¢inami mizeme pievést na
podstatné jednodussi operace s fazory v komplexni roving. Fazor vyjadieny komplexnim
¢islem muzeme vyjadtit ve slozkovém tvaru

U=u'+ju”, (33-6)
kde u”a u’ jsou redlni a imaginirni slozka komplexniho &isla, j =+/~1 je imaginarni
jednotka. Jak je vidét z obr.3.3-3, pro jednotlivé slozky fazoru plati

u=Ucosy, u =Usiny. 33-7
Modul fazoru (absolutni hodnotu, velikost) ur¢ime jako
U=~Nu"+u" . (3.3-8)

Pro argument komplexniho ¢isla plati

w =arctg [Im(U) / Re(U)] = arctg (u”’/u’) . 3.3-9)
Im Argument (Gthel) w  vyjadfujeme v radidnech, ale pfi
__________ U numerickych vypoctech se v elektrotechnické praxi casto

U : setkdvame 1s vyjadfenim thlu ve stupnich.
u’’ : Pfitom uhel ve stupnich (jako ¢&islo v desitkové soustave
\ : . . . . “ 1 , .,

s desetinami a setinami stupn¢) ziskame z thlu v radianech

0 v > Re yynasobenim konstantou 180 /r = 57,2958.

Obrazek 3.3.4 Fazor

Pfi vypoctu argumentu je nutno brat v uvahu, ve kterém kvadrantu komplexni roviny
komplexni ¢islo lezi. Pokud je «' >0, hodnota argumentu je dana vyrazem (3.3 - 9) a mlize se
pohybovat v intervalu (-z/2+47/2). Je-li u'=0, ¢&islo je &isté imaginarni, U= ju" a
w=+r/2 pro u">0 a w=-x/2prou”<0. Je-li redlna ¢ast komplexniho ¢isla zaporna,
fazor lezi ve 2. nebo 3. kvadrantu. Je-li dale u" > 0 (2. kvadrant), plati

w=r—arctg(u"/u'), (3.3-10)
je-li u" <0 (3. kvadrant), pak
w=—n+arctgu"/u'). (3.3-11)

Poznamka:

Kalkulatory, které dovoluji pracovat s komplexnimi ¢isly, pfevod mezi obéma formami ¢isla
obvykle provadéji s ohledem na znaménka realné a imagindrni ¢asti. Je vSak vhodné se o
spravnosti postupu presveédcit a zvlastnosti prace kalkulatoru na praktickych ptrikladech ovéfit.
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Z Eulerova vztahu vyplyva druhy, tzv. exponencialni (polarni) tvar komplexniho ¢isla
U=Ue", (3.3-12)
ve kterém je pfimo obsazena nejdulezitéjsi informace o modulu a argumentu ¢isla.

Pro jednoduchost se n€kdy pouziva tzv. Kennelyho zapisu
U=Uzly (3.3-13)

(o co "varang. M 7da 10 niinyictn A ot haol 1 vao otiinnisl
\NAA A VOTIZOT /) ZZ0C U prpustotpsat ot v O Stap o

Priklady zapisu komplexnich Cisel a jejich pifevodu ze slozkového na polarni tvar:

U, =3+ j4=5e""" =5/5313°, U,=-3-j4=5"""* =5/-126,87°,

U, =-3+j4=5¢""Y =5,126,87°, U, =3- j4=5¢"/""" =5/-53,13°,

U, = j3=3e"'? =390, U, =-3=3¢/" =3e/" =3/180°=3/-180°,
U, =-j3=3e7""? =3/-90°, U, =3+ j0=3e’" =320°=3.

S¢itani a odéitani
S¢itani a od¢itani fazorh resp. obecné komplexnich ¢isel uplatnime naptiklad pti feSeni rovnic
plynoucich z Kirchhoffovych zakont. V grafickém vyjadieni (obr.3.3 - 4) pfipominé soucet
nebo rozdil vektorti. Je pfi ném vyhodné pracovat se slozkovym tvarem komplexniho ¢isla.
! 14 ! "

Je-li U, =u, +ju, , U,=u, +ju, ,pak

U=UzU, =u"+ju" =, tu, )+ ju, tu,). (3.3-14)
Slucujeme (secitame, odecitaime) tedy zvIast realné a zvlast imagindrni ¢asti Cisel.
Mame-li jednotlivd komplexni ¢isla v polarnim tvaru, mizeme jejich soucet nebo rozdil
vypocitat pfimo z moduld a argumenti. Pro vysledny modul pak plati podle kosinové véty

U =JU; +U,’ £ 20U, cos(y, - y,) (3.3 -15)
a pro argument (viz obr.3.3-4)

n ”
tgl//—u——u‘ tu, U;siny, tU,siny,

-, ’ T .
ooy tu, U, cosy, U, cosy,

"

(3.3 - 16)

Nasobeni a déleni
komplexnich Cisel se vyuziva pii vypoctech na zakladé¢ zobecnéného Ohmova zakona, jak
bude vysvétleno v podkapitole 3.4. Mame-li komplexni ¢isla
A=d+ja"=A4e’*, B=b+ jb"=Be”,

pak jejich soucin snadno ziskdme pouzitim exponencialnich tvart

C=AB=Ce” = ABe’“*" (3.3-17)
Modul sou¢inu je roven soucinu moduli a argument souctu argumentl jednotlivych
soucinitell, jak je vidét na obr.3.3-4a. Uvedeny postup plati i pro soucin libovolného poctu

U Im
C
Q
< Y =o+p
Re A
o B
0 " Re
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Obrazek 3.3.5 Soucdet fazoru Obrazek 3.3.6 Soudin fazoru

komplexnich ¢isel. Ve zvlastnim piipadé pak pfi nasobeni komplexniho c¢isla imaginarni
jednotkou

C=jA =Ae"""? = 4e!“'? | (3.3-18)
modul se neméni, ale argument vzroste o z/2.

Nasobime-li komplexni ¢islo redlnou zapornou jednotkou (zménime znaménko pied Cislem)
C=-A=Ac"" =4/, (3.3-19)
modul opét zlistane nezménén, argument se vSak zméni (vzroste nebo klesne) o z.

Modul podilu komplexnich ¢isel
_ A _ A o /@ P
B B
je roven podilu jejich modulli a argument je roven rozdilu jejich argumentid. Délime-li
komplexni ¢islo imaginarni jednotkou, je vysledek stejny jako kdyz nasobime —j. Podle
definice imaginarni jednotky je totiz

(3.3 - 20)

A
J

vvvvvv

C=AB=(d+ ja").(b’ + jb”) =(a'b' —a"b")+ j(ab"+a"b')=c + jc", (3.3-21)
Obr.3.3 —4 Soucet a rozdil fézor"ﬁ Ob_r.3.3 -4a Soucin a podil fazori
:é:a+]a:(ab-i-abZ—i-](czb—ab):d,+jd,,' (3.3-22)
B b+ b b +b"

Pti praktickych vypocétech vzdy musime uvazit, ve kterém tvaru bude dané operace
vyhodnéjsi provadét.

Derivace a integrace

harmonickych veli¢in podle Casu se v symbolickém poctu pievadi na prosté nasobeni resp.
déleni ptislusného komplexoru €initelem jw (obr.3.3-5).

Je-li naptiklad komplexni okamzita hodnota proudu

i()=1,e/“" =1, e, (3.3-23)
pro jeji derivaci podle casu mlizeme psat
di(t 4
zi( ) =jol, e’ =joi(). (3.3-24)
t
Vysledny fazor ziskame tedy  vynasobenim
Im <~ @ fazoru proudu I, faktorem jw.

a\ Velikost modulu - krat vzroste, argument se
da zvetsi o z/2 (fazor se pootoCil o z/2 v kladném
dt ot/ smyslu, tj.proti sméru otdeni hodinovych

. hd rudicek).
24 Podobn¢ integraci podle casu (s nulovou
0T+ integracni konstantou) dostaneme
0 4 ot+y-n/2  Re Ii(l‘)dt _ Im'[ejmdt _ leejm _

)

Ja@ar /e
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= ,Li(t) . (3.3 -25)
jao

Vysledny fazor ziskame délenim fdzoru Obrazek 3.3.7 Derivace a integrace  proudu I,
faktorem jo. Modul délime kruhovym kruhovym kmitoctem o , argument zmenSime o

x/2 (fazor se pootoCil o z/2
v zaporném smyslu).

Na zaklad€ uvedenych vztahil a pravidel pro operace s fdzory je mozno vSechny operace
s harmonickymi veli¢inami, s nimiz se pfi analyze harmonického stavu setkdme, pfevést na
podstatné jednodussi operace s fazory. Je pfitom vSak tfeba mit stdle na mysli, Ze toto
vyjadieni harmonické veli¢iny imagindrni ¢asti komplexoru je symbolické a predstavuje
urcitou transformaci, ktera plati pouze pro linedrni obvody pfi stejném kmitoctu vSech
obvodovych veli¢in.

Piiklad 3.3 -1 :
Vyjadiete harmonické napéti s Casovymi prabéhy u (1) = U, sin(a)t + z//) ,
pro u;(t)= 50sin (314 t + 0,2) [V] a up (1) = 20 sin (314 ¢t + 0,8) [V] pomoci fazorh a
najdéte casovy prubéh souctového napéti.
Féazory obou napéti v métitku amplitud jsou
U, =U,.e"=50.’" = 49,00 +j 9,93 [V] ,
U,=U,,e"=20.¢e""=12,43+j15,67[V] .
Vysledné souctové napéti pak miizeme psat
U= U + Unma =49,00 +7 9,93 + 12,43 + 15,67= 61,43 +j25,60 =66,55.¢/"* [V] .
Jeho okamzita hodnota u (2) = Im{u(t)}=U, sin(cot + l//) =66,55 sin (314t + 0,39) [V].

Piiklad 3.3 -2

Casovy priibéh proudu civky o indukénosti L =1H je dan vztahem
ity=1, sin(cot + l//) =0,2 sin(314t — 0,3) [A] . Urcete ¢asovy prubeh napéti na civee, je-li
obvod v harmonickém ustaleném stavu.
Rotujici fazor (komplexor) proudu je i (t)= I,/ =0,22/%"*""V [A].

Napéti indukované na civee je mozno psat u(t) = L%. V souladu se vztahem (3.3 — 24)

muzeme komplexor napéti vyjadfit jako

d d : d
ut)=L—i(t)=L—[I e/“"]=L—
() 7 (t) dt[ m€ ] 7

_: j(3141-0,3) _ - j(3141-0,3) _ J(3141-03+7/2) _ 7(3141+1,27)
j314. 0,2¢e ]62.8.e 62,8.¢e 62,8.¢e .

[0,27C0Y] = joL i () =

Casovy priibéh napéti indukovaného na civee je tedy

u () =Im{u(t)} =U, sin(wt +y) = 62,8 sin 314 t+1,27) [V] .
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Fazor je symbolickym vyjadienim harmonicky proménné veliiny (napéti, proud).
Vyjadiuje pomoci komplexniho ¢isla zakladni parametry - velikost amplitudy nebo
efektivni hodnoty (modul komplexniho ¢isla ) a fazi (faze komplexniho ¢isla) harmonicky

3.4 Zakladni obvodové prvky v harmonickém ustaleném stavu

Pro zékladni pasivni prvky zapojené v obvodu, ve kterém je ustaleny harmonicky stav,
uréime postupné¢ vztahy mezi amplitudami napéti a proudu a jejich vzdjemny fazovy
posun @ =y, — ;. Ukazeme i vzajemné vztahy mezi odpovidajicimi fazory.

Predpokladame, ze zname proud tekouci prvkem

i(t)=1,sin(wt+vy,). 34-1
Ubytek napéti na prvku, ktery zavisi na proudu a na charakteru prvku, miizeme psat

ut)=U, sin(wt+y,). 34-2)
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3.4.1 Rezistor

Okamzitd hodnota napéti na rezistoru je pfimo iumeérna okamzité hodnoté proudu v
tomtéz okamziku (obr.3.4 -1b)

u(t)=Ri(t)=RI sin(wt+y,)=U, sin(wt+y,). 34-3)

1(t)
o

i(t)JJ
R

[] u(t) o ll

u]

=)
ff
z
=
P
—~
=
-

a) b) C)

Obrazek 3.4.1 Rezistor v obvodu harmonicky ustaleného stavu

Proto pro amplitudu napéti a fazovy thel plati:

U,=RI,, v, =V, (3.4-4),(3.4-5)
Rikame, Ze napéti a proud jsou ve fazi (fizovy posun mezi nimi ¢ =y, - y; =0).
Féazor napéti i fazor proudu maji stejny argument (obr.3.4 —1c¢). Proto plati

U, =RI,. (3.4-6)
Délime-li obé strany rovnice odmocninou ze dvou, dostaneme vztah mezi fazory v métitku
efektivnich hodnot

U=RI. 3.4-7)

3.4.2 Induktor

Okam?zit4 hodnota napéti na induktoru je imérna rychlosti zmény proudu

u(t) = L% =L %[lm sin(wt +y,)] = oLl sin(wt +y, +%) . 34-98)
Amplituda napéti je umérnd amplitud€ proudu (jde o linearni prvek)
U,=oLl,. 34-9)

Soucin wL ptedstavuje odpor, ktery vykazuje induktor v obvodu s harmonickym ustalenym
stavem. M4 rozmér odporu a nazyva se induktivni reaktance, jeho prevracend hodnota pak
induktivni susceptance.

Féazovy thel je v, =y; +7/2, fazovy posun je tedy

P=yu—vy; =n/2 (3.4-10)
Obrazek3&:2\| Induktor v obvodu harmonicky ustalen¢ho stavu
e Im

i(% U L,

Y W

L § u(® —

ot LRV

0 Re
a) ©)
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napéti predbihd proud o z/2. Priabeh okamzitych hodnot napéti a proudu je nakreslen na
obr.3.4 -2b. V souladu s tim, co jsme poznali v ptfedchozi ¢asti o derivaci harmonické funkce
podle ¢asu, mizeme piimo vyjadfit fazor napéti na civce jako

U, =joLl, ,resp. U= oLl 34-11),34-12)

PtisluSny fazorovy diagram je na obr.3.4 -2c.

3.4.3 Kapacitor

Okamzita hodnota napéti na kapacitoru je rovna

1.
u(t) =Ejl(t)dt. (3.4-13)
Proto miizeme pro okamzitou hodnotu napéti psat
u(f)=L1m sin(wt +y, —2) (3.4 - 14)
oC 2

a pro fazory napéti
1 1
v, =——I1,, U=——I. (3.4-15),(3.4-106)
joC joC

1 : . .
Zlomek —Cve vztazich (3.4 - 15), (3.4 - 16) piedstavuje odpor, ktery vykazuje kapacitor
@

i(t)
u(t)

0

Im

i(t)JJ
C —|— u(t)

a)

v, _U,
Py

0
o) Re

Obrazek 3.4.3 Kapacitor v obvodu ustaleného harmonického stavu

v obvodech s harmonickym ustdlenym stavem a nazyvame ho kapacitni reaktanci, soucin
o C kapacitni susceptanci.

Fazovy uhel je zde v, =y, —7 /2, fdzovy posun je tedy

O=Yy—Vy; =-1/2 . 34-17)

Napéti se u kapacitoru zpozd'uje za proudemo 7/2.
Odpovidajici prabéhy okamzitych hodnot napéti a proudu a fazorovy diagram jsou na obr.3.4
-3.
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3.5 Imitance

Jak vyplynulo zptfedchoziho odstavce, pro zakladni linedrni obvodové prvky
v harmonickém ustéleném stavu plati mezi amplitudami, mezi efektivnimi hodnotami a také
mezi komplexory a fazory napéti a proudu linearni zavislost obdobna Ohmovu zakonu pro
okamzité hodnoty. Konstantou imérnosti ve vztazich mezi fazory je komplexni ¢islo, jehoZz
absolutni velikost (modul) udéava stiidavy odpor prvku a argument udava fazovy posun mezi
napétim a proudem na prvku. Pro uvedené prvky L, R, C se

1@% . I rozsah fazového posunu ¢ pohybuje od + /2 do - m/2.

| : $ V oboru linedrnich operaci s fAzory musi proto platit obdobna
E= i u(i> u linearni zavislost i pro obecny linearni pasivni dvojpdl slozeny
: i 7 z libovolné kombinace zdkladnich pasivnich obvodovych
| | prvki. (Na obr. 3.5 -1 je pfiklad jednoduchého obvodu
s--1--4 slozeného ze tii zakladnich obvodovych prvki.) Pro obecny

linearni pasivni dvojp6l mizeme tedy napsat linearni vztah
Obrazek 3.5.1 Impedance
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vztah mezi fazory napéti a proudu
U=Z.1 pifipadn¢ Uy=7Z.1, (3.5-1)

a fikame mu zobecnény Ohmuv zakon pro fazory. Konstanta umérnosti Z /(2] se nazyva
impedance nebo obecny komplexni odpor. Po dosazeni za fazory napéti a
proudu

u, =U,e" , 1, =1I,.e""" mizeme pro impedanci psat

Z=UN=U, /1y =Upn/In)e’" ") =7 . (3.5-2)

Modul impedance Z tedy predstavuje pomér amplitud (nebo efektivnich hodnot) napéti a
proudu a jeji argument fazovy posun ¢ mezi napétim a proudem na uvedené impedanci Z.

( Vyznam pojmu obecné impedance ndm miize dokreslit jiz diive uvedeny obr.3.3 -2a a
3.3 -2b predstavujici fazorovy a Casovy diagram napéti a proudu na obecné impedanci.)
Impedanci miiZzeme vyjadfit jako komplexni ¢islo také ve slozkovém tvaru

Z=R+;X . (35-3)
Redlnd cast impedance se nazyva Cinnd slozka (rezistance), imagindrni Cést jalova slozka
(reaktance). Impedanci, rezistanci i reaktanci udavame v ohmech. Podobné jako impedanci,
ktera ptedstavuje zobecnény sttidavy odpor dvojpdlu, zavadime admitanci . Je to pievracena
hodnota impedance a povazujeme ji za zobecnénou vodivost Y = 1/Z (ma rozmér vodivosti
[S]). Impedance (popiipad¢ admitance) jsou zdkladnimi parametry dvojpdlu popisujici
komplexné jejich chovani v harmonickém ustaleném stavu. Casto se ozna¢uji souhrnné
jako imitance ( impedance + admitance). Pro zdkladni obvodové prvky jsou imitance
piehledné shrnuty v tabulce 3.5 - 1.

Piiklad 3.5 —1:

Urcete impedanci kapacitoru o kapacité 1 uF a impedanci induktoru o induk¢nosti 0,1 H
pri kmito¢tu 50 Hz.

Pro f=50 Hz: Zy =joL =j.2.1.50.0,1 = 31,416 /)]
Zc = 1/ (joC) = j/(2.1.50) = -j 318,3099 /€]
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3.6 Vykon

Pro urceni vykonu v obvodech harmonického ustdleného stavu ptedpokladame pro
jednoduchost fazovy thel napéti vy, =0, tedy wy; =- ¢. Pro okamzit¢ hodnoty napéti a
proudu potom mizeme psat

ut)= U,sinot , i(t)= I, sin(wt—g) . (3.6-1),(3.6-2)
Okamzity vykon je dan souc¢inem okamzitych hodnot napéti a proudu
p) =u®) . i(1). (3.6-3)

Dosadime-li do vztahu za okamzité hodnoty napéti a proudu, po upravé kone¢ného
vyrazu pomoci vztahu sino.sinf3 = (1/2)[ cos(a—p) — cos(a+)], obdrzime

pt)=U,.I sinwt. sin(a)t - qo) Z%[cosq) —cosRat — )] . (3.6-4)

Po zavedeni efektivnich hodnot U = U,,/~2 , I =1,/yJ2 miZeme psat

pt) = Ulcosp—U.IcosQwt—¢) . 3.6-5)
Prvni Clen ve vztahu (3.6 - 5) je stalou slozkou vykonu, druhy kmitavou slozkou kmitajici
s dvojndsobnym kmitoctem. Na obr. 3.6 -1 jsou zakresleny casové prubehy jednotlivych
veli¢in pro fazovy posun ¢ > 0. (Je

[="

= T Y~ U~ R N vidét, Ze v intervalu, kde jsou napéti i

. p(t) —_ proud stejného znaménka , je
- okamzity vykon kladny.)

- | u(t) L _ _ Ze vztahu (3.6 - 5)je patrné, ze pro

§I (t) l rezistor, u kterého je fdzovy posun

=

mezi napétim a proudem
0 —> =0, je stala slozka rovna amplitudé
kmitavé slozky a vykon je stale kladny

Obrazek 3.6.1 Okamzity vykon

(obr.1.6-2a). Rezistor tedy v kazdém okamZiku bere vykon z vnéj$iho obvodu. U induktoru
(kapacitoru) je fazovy posun ¢ = + w/2 (- m/2 ), proto je stala slozka vykonu rovna nule,
energie se jen preléva ze zdroje do spotiebice a naopak. V tomto ptipad¢ hovoiime o vykonu
jalovém (obr.3.6 - 2b). Pro praxi jsou velmi diilezit¢ vykonové veli€iny charakterizujici
prumérné ucinky vykonu po dobu periody.

Cinny vykon je definovan jako stiedni hodnota okamzitého vykonu za dobu periody

P= %-([p(t)dt . (3.6 - 6)
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¥ :: W Y
CAR A Ak

Obrazek 3.6.2 Okamzity vykon (R) Obrazek 3.6.3 Okamzity vykon (C, L)

Y
p(t

—
0 ot

Dosadime-li do vzorce za okamzity vykon ze vztahu ( 3.6-5), po integraci ¢len s kmitavou
slozkou vymizi a ziistane jen stala slozka. Cinny vykon je tedy

P=U.cosp 3.6-7)
a udava se ve wattech [W]. Jeho velikost zavisi nejen na velikosti napéti U a proudu [ ale
také na coso, ktery se nazyva acinikem

P

cosQ Ul (3.6-98)
Je roven jedné pfi Cist¢ odporové zatézi a mensi nez jedna, jde-li o obecnou zatéZovaci
impedanci. (Je-li P>0, tj. cosp =0, je dvojpol pasivni, nebot’ u n¢ho prevazuje spotieba
vykonu z vnéjsiho obvodu. Mezni ptipad, kdy P = 0 je mozny jen u idedlnich akumulacnich
prvki. Je-li P <0, to znamena, ze cos ¢ <0 (¢ > /2 nebo ¢ < - 7/2 ), je uvazovany dvojpol
zdrojem, pfevazuje u n¢ho dodéavka vykonu do vnéj$iho obvodu.)
DalSimi vykonovymi parametry, uzivanymi zejména v energetice, jsou jalovy vykon a
zdanlivy vykon.
Jalovy vykon je definovan vztahem

QO=U.Ising . 3.6-9)
Pro odliseni jeho charakteru od vykonu ¢inného (nekona praci) se udava ve voltampérech
reaktan¢nich [var].
Zdanlivy vykon je definovan jako soucin efektivnich hodnot napéti a proudu

S =U.1 (3.6-10)
a udava se ve voltampérech [VA]. Charakterizuje vykonové moznosti energetickych zatizeni,
napf. generatord. Ty jsou navrhovany na urcité jmenovité napéti a na urcity jmenovity proud.
Soucin téchto veli€in, tj.zdanlivy vykon, charakterizuje pak energetické moznosti zafizeni.
Jak je vidét ve srovnani se vztahem (1.6 - 7), je zdanlivy vykon roven maximalnimu
¢innému vykonu, ktery je mozné obdrzet pii danych hodnotach napéti U a proudu 7 .
Pro vypocet ¢inného, jalového i zdanlivého vykonu je mozno vyuzit symbolického vyjadieni
harmonickych veli¢in pomoci fazord. Jestlize predpokladame u pasivniho dvojpdlu fazory
napéti a proudu v méfitku efektivnich hodnot

U=Ue" , I=1e" (3.6-11),(3.6-12)
potom formalni soucin

S=UI" =Ue Ie =UIe/"™" =Ule” =U.I[cosp+ jsing]=P+jO (3.6-13)
oznacujeme jako komplexni vykon. V uvedeném vztahu vystupuje komplexné sdruzeny

fazor proudu I" = I.e /¥ proto, aby ve vypoétu fazovy posun odpovidal zavedené definici
(rozdilu pocatecni faze napéti a proudu ¢ = yy - ;).

. . : . , 1 .
Pii pouziti fazort v méfitku amplitud je komplexni vykon S :EU X'm. Ze vztahu

m

(3.6 - 13) vyplyva, ze Cinny vykon P je redlna cast, jalovy vykon Q imaginarni Cast a
zdanlivy vykon S modul komplexniho vykonu S
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P =Re{S}, 0 =Im{S}, S=s|

Jsou-li k dispozici pro vypocet jenom napéti nebo proud a imitance dvojpdlu, je mozno
vyjadfit vykon za pomoci zobecnéného Ohmova zakona také jako

S=UI"=ZLI'= ZI’=U.UY =UY" . (3.6 - 14)

Piiklad 3.6 —1:

Na svorkach linearniho dvojpolu bylo naméfeno napéti u(z) =U , sin(a)t + l//u) =
= 30 sin 314(t) [V] a proud tekouci dvojpdlem i) =1, sin(a)t+t//i) = 1,5 sin(314t — 0,6)
[A].Vypocitejte ¢inny, jalovy, zdanlivy a komplexni vykon dodavany dvojpolu.

Fazovy posun je ¢ =y, - y; =0 - (-0,6) = 0,6 [rad],

. 1
zdanlivy vykon S =U[ = U'”2 = =0,5.30.1,5=22,5 [VA],

¢inny vykon P = S.cos@p = 22,5.c0s0,6 = 18,57 [W],
jalovy vykon Q = S sing =22,5.sin0,6= 12,70 [var],
komplexni vykon S=P+jQ=18,57+j 12,70 =22,5. /%6 [VA].

1 . A .
Komplexni vykon pomoci fazorti S = EUm.I n=0,530.1,5 &/%°=225.¢"° [VA].

3.6.1 Vykonové prizpisobeni

Také v obvodech s harmonickym ustidlenym stavem néas zajimd podminka pienosu
maximalniho vykonu ze zdroje do pasivni zéatéze. Obecnou pasivni zat¢z budeme
charakterizovat jeji impedanci Z =R+jX . Jako aktivni zdroj (dvojpdl) budeme uvazZovat
nahradni zapojeni idealniho harmonického zdroje napéti U; se sériovou vnitini impedanci
Z=Ri+j X; (obr.3.6-3). Pro ¢inny vykon pasivniho dvojpoélu podle vyse uvedené¢ho vztahu
plati

P =Re{S}=Re{U.I"}=Re {U z (v, J}

'7,+2\Z,+Z

j 2 R
=Re{U2 R+ jX = U, . (1.6-15)

R+ R)+ j(X+X,»)]-[(R+Rf)—j(X+Xi)]} (R+R,) +(x+x,)

Z posledniho vyrazu je ziejmé, ze pii splnéni prvni podminky maxima , tj. X = -X, se vyraz
zjednodusi a obdrzime vztah, pro ktery jsme uz nasli v pfedchozi ¢asti pfedmétu podminku
pro maximalni pfenos vykonu a to R = R;. Ob¢ podminky

U

Z R=Ri , X=-Xi (1.6 - 16)

] l U mulzeme zapsat souhrnné jako

/
e
N

—

7Z=7". (1.6 - 17)

1

. o

Obrazek 3.6.4 Vykon Maximalni pfeneseny vykon je pak
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U’
Prax=—— 1.6-18
m (1.6-18)
a uéinnost je
P R
=—= =0,5. 1.6-19
n P R+R ( )

V nékterych piipadech miZeme ovlivnit pouze velikost modulu impedance pasivniho
dvojpélu  a potom hovoiime o c¢astecném nebo neuplném piizptisobeni. Pfi ném je
samoziejmé pfeneseny vykon jiz mensi neZ pii uplném piizplsobeni.

3.7 Metody analyzy linearnich obvodi v harmonickém ustileném stavu

Z ptedchozich kapitol vyplyva, Ze zakladni operace sharmonicky proménnymi
veliCinami v ¢asové oblasti mizeme pievést na podstatné jednodussi operace s fazory
v komplexni roviné. Metoda analyzy, kterd vyuziva komplexory (rotujici fazory) a fazory
jako symboly, které zastupuji skuteéné fyzikalni veli¢iny (okamzité hodnoty harmonického
nap¢ti a proudu), se nazyva symbolicka analyza. Pfi jeji aplikaci je vSak nutno stale mit na
paméti, ze predstavuje urcity druh transformace a odrazi jen urcitym zplsobem skutecné
fyzikalni zavislosti obvodii v harmonickém ustaleném stavu.

3.7.1 Zakladni vztahy a zakony v symbolickém tvaru

ProtoZe fazory zastupuji skutecné fyzikalni veli¢iny linearnich obvodi, musi platit pii
operacich s nimi stejné zakonitosti a vztahy, se kterymi jsme se jiz diive pti popisu linedrnich
obvodu setkali, To naznacily jiz i pfedchozi poznatky o obecnych vlastnostech zakladnich
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pasivnich prvkil a vyustily do definice obecnych imitanci. U nich plati mezi fazory napéti a
proudu zobecnény Ohmtiv zdkon

U=Z.I, pfipadn¢ I=Y.U. 3.7-1)
Pfi analyze obvodii muzeme vychazet 1 z obecné platnosti Kirchhoffovych zakont
v symbolickém tvaru. Pro libovolny uzel obvodu mizeme psat pro fazory proudu 1.Kz, pro
libovolnou obvodovou smycku pak 2.Kz v symbolickém tvaru :

iLzo, iUfﬂ). (3.7-2),(3.7-3)
i=1 i=1

Pro ptiklad z obr. 3.7-1 tedy plati I; + I, — I3 = 0. Podobn¢ miizeme aplikovat 2.Kz pro fazory
napéti v obvodové smycce z ptikladu na obr.3.7 — 2.

Ui+t U;-Uz=0.
(Pfes to, ze fazory piedstavuji amplitudy a faze, ne okamzit¢ hodnoty harmonicky
proménnych veliCin, pfifazujeme jim zde smér pomoci orientacnich Sipek napéti a proudu

U_2> vduchu jiz dfive uvedenych
zasad.)

=

[

V  pfipadé, Ze feSime
linedrni  obvody v ustidleném
harmonickém stavu pii jediném
kmitoctu, mezi fazory potom plati

Obrazek 3.7.1 Priklad uzlu  Obrazek 3.7.2 Priklad smycky

také princip superpozice. VSechny metody feSeni obvodli vychézejici z jeho aplikace
mohou byt tedy vyuzity i v symbolické podobé. Pii analyze obvodii pomoci fazorti tak
muzeme pouzit vSech metod feSeni obvodl v ustaleném stejnosmérném stavu, se kterymi
jsme se seznamili v minulém semestru.

3.7.2 Metoda postupného zjednoduSovani

Je jednou z metod pro specialni pouziti a vychézi z toho, ze v obvodé mizeme postupné
nahrazovat v jednotlivych vétvich sériové razené impedance jedinou impedanci, kterd je
souctem dil¢ich impedanci

-7, . (37-4)
i=1

Podobné pak nahrazujeme paralelni spojeni admitanci vyslednou admitanci, kterd je
souctem dil¢ich admitanci

Y=>Y, . (3.7-5)
i=1
(Pro paralelni spojeni dvou dvojpdll s impedancemi Z; a Z;, plati pro vyslednou impedanci
7 - 7,7, )
Z+Z,

Na vysledny jednoduchy obvod potom miizeme aplikovat zobecnény Ohmiv zakon a snadno
urcit hledanou obvodovou velicinu.
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Pouziti uvedené metody ukazeme postupné na nékolika ptikladech.

Piiklad 3.7 -1
Vypocitejte vyslednou impedanci sériového spojeni induktoru L, jehoz reaktance je
wL =50 [€2] , kapacitoru o reaktanci I/ wC = 30 [€)] a rezistoru o odporu R = 120
[

R IL C”_ — Z

Z=R+joL +1/j oC) =R + jwL —j /(&C) = R + j[(wL -1/(C)]=
=120 + j50 —j30 = 120 + j20 =121,6553 .’ [ .

Piiklad 3.7 -2

Urcete vyslednou impedanci sériového spojeni rezistoru o odporu R = 100 [ a
kapacitoru C, jehoz reaktance je 1/wC =100 [€J]. Vypocitejte fazory napéti na jednotlivych
prvcich a fazor celkového napéti na sériovém spojeni, protéka-li vétvi proud I=1 [A].

Z =71+ Zy = R +1/j o@C) =100 —j100
=41002 +100% . /"7 =

—141,4214. & [() . SR \LUR

U =Ur=Z,.I=RI=100.1=
=100+j0=100 e’° [V7] .

Uy = Uc=Z5.1=1/(j @C).d=-j100 .1 =0 -j100 =
=100 e /' [V] .

U=U+U, =100+j0-j100 =100—j 100 =
=141,4214 ¢/ [V] .

Poznamka:
e x e C , , U, Z, R
Je vidét, Ze pro napéti na jednotlivych impedancich plati — =—=——.
U, Z, 1/(joC)
Zapojeni tedy predstavuje kmito¢tové zavisly déli¢ napéti. (O jeho vlastnostech a pouziti
bude podrobné pojednévat dalsi ¢ast kapitoly.) Podobné jako v ptipad¢ rezistorovych obvoda
pro fazory napéti na jednotlivych prvcich délice plati
Zl ZZ
U =U———, U, =U—"—
7,+71, 7,+71,

Pozor, pro velikosti amplitud napéti jednotlivych fazort zde ale plati :

Zl Z2
U]Z/U1/=U.— a U2:/U2/=U.

NZI+Z; VZI+2Z;
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Piiklad 3.7 -3

Vypocitejte vyslednou admitanci paralelniho spojeni rezistoru o odporu R = 20 [€2] a
kapacitoru C, jehoZ reaktance je 1/@wC =100 [€J]. Urcete fazory proudu, které protékaji
jednotlivymi admitancemi a fazor celkového proudu, je-li na svorkdch obvodu pfipojeno
napéti U =100 /V].

Y = Y1 + Y, = G +joC =0,05 + j0,01 =/ S].

R[] € L =U.Y=U.G=100.0,05=5+j0 [A4].
L =U.Y;=U.joC=100.0,0lj=0+j /A4].
I=1+1, =5 +j = 5,599 /02 [A] .
Poznamka:

Je vidét, Ze obvod predstavuje kmitoétové zavisly déli¢ proudu, nebot’ pro néj plati

I Y . ., . v a 2 : , o
I—l =Y—1 :% . Pro jednotlivé proudy je mozno psat podobné jako u rezistorovych obvodi
2 2 JO

L =LY L= L—Y2 .

Y +Y, Y, +Y,
Pozor , pro velikosti modulii fazorid jednotlivych proudu ale plati :
L=/h/=I—" 2 L=/=1—2

VY2 +17 VY2 +Y7 .

Piiklad 3.7 -4

V obvodu uvedeném na obr.3.7 -3a vypocitejte: a) amplitudu a fazovy posun proudu, ktery
protéka sériovym spojenim induktoru o indukénosti L =0,5 [H] a rezistoru o odporu R = 120
[€2], b) vykon (komplexni, ¢inny, jalovy), ktery je dodédvan do obvodu zdrojem
harmonického napéti u(z) = U,, sin(a)t) [V] . Napajeci napéti ma kmitocet sit¢ =50 [Hz],
efektivni hodnota napéti zdroje je U = 230 /V]. Schéma analyzovaného obvodu s fazory je
na obr. 3.7 -3b
Ad a)

U =230. ¢/° =230 [V]. Celkovéa impedance Z=7Z;+Z, =R +jolL=

=120+j2.1.50.0,5=120 +j 157,0796 = 197,6715. ¢/**'* [Q].

Obvod mizeme zjednodusit na elementarni obvod (obr.3.7-3c) ,ve kterém plati

T = [T 5
u(t)l@ i(t) L§ Ul@’DZ[] Ul@ Z[]
) . o
Obrizek 3.7.3 K piikladu 3.7-4
230

=1,1635. ¢ /**'™ [A], amplituda je tedy

197,6715. 1208
Li =~/2 . 1=+/2.1,1635 = 1,6455 [A] , fazovy thel y; = -0,9184 [rad],
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okamzitd hodnota proudu je i(t) = I, sin(wt +y,) = 1,6455sin(1007z — 0,9184) [A] .

Ad b)

S=U.1"=230.1,1635 ¢/*"™ = 267, 6158. ¢’*"™* =162, 4609 + j212,6609 [VA]
P =Re{S} =162, 4609 [W], O = Im{S} = 212,6609 [var], S = /S/= 267, 6158 [VA],
cosp = P/S=0,6071

3.7.3 Metoda imérnych veli¢in

V jednoduchych obvodech sjednim zdrojem je dcasto vyhodné misto metody
postupného zjednoduSovani pouZit metodu Umeérnych veli¢in. Jeji princip byl vysvétlen u
nesetrva¢nych obvodu v pfedchozi ¢asti predmétu. Pouziti metody pfi feSeni obvodt pomoci
fazort proto jen stru¢n€ ukaZeme na jednoduchém ptikladu.

Piiklad 3.7 -4a

Urcete vystupni napéti pfiCkového cClanku z obr.3.7-3a, ktery je napajen zdrojem
harmonického napéti u() = U, sin(a)t), jsou-li znamé reaktance induktoru oL = 10 [Q],
reaktance kapacitoru 1/0wC = 10 [Q], odpory rezistori R; = R, =10 [Q] a efektivni hodnota
napé¢ti budiciho zdroje je U=10 [V].
Protoze je zadana efektivni hodnota, budeme pouzivat fazory v méritku efektivnich hodnot.
Fazor fiktivniho vystupniho napéti volime U,= 1 [V]= 1+ jO [V] a potom postupné ur&ime
dalsi fazory fiktivnich hodnot:

1, R L L I,=U,/R,=1/10=0,1 +j0 [A], U, =joL. L,
AET"'_X; =j10.0,1=0+j [V]. -
U, U, U.=U, + U, =1+j [V], I.= U./(l/jwC) =
vl = R % o= sion A
C\q_ I=1,+1.=0,1-0,1+0,1j=0,1j[A],

U,=1.R;=10.j0,1=0+ [V].
Obrazek 3.7.4 Kptikladu3.7-4 U =U,+ U.5j+1+j=1+2j [V].

Koeficient k je komplexni ¢islo
k=U/U=10/(1+2j)=2-j4 [-].Fazor vystupniho napéti je proto

Up=k. U, =Q2-j4).1=2-j4=4,4721 /M [V],
Vystupni napéti tedy miiZzeme psat jako
u(®) = U, sin(ot +y,) =4,4721 .2 sin(wt + v, ) = 6,3245sin(wt —1,1071) [V].

Vysledek analyzy obvodu je ziejmy z fazorového a ¢asového diagramu (obr.3.7 -5b,c), které
nazorné ukazuji vzajemny vztah vstupniho a vystupniho napéti. Podobné bychom mohli urcit
vSechny ostatni veli¢iny analyzovaného obvodu.
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Im

l(t) -
O : " | | [ . ml 10

No/ R
P/, € N\=4,47.12 /
|
1

+ \U,=4,47 /V/
L\ 0 / ot
|

(1)
T -~ L, 1 (radj=-6343 °

c
u(t)
9

Obrazek 3.7.5 K prikladu 3.7 — 4

3.7.4 Metoda Kirchhoffovych rovnic

V piipadé¢ analyzy slozitéjSich obvodi uzivame vétSinou nékterou z univerzalnich
metod. K popisu rovnic popisujicich obvod pomoci Kirchhoffovych rovnic pouzivame pfimo
fazorti napéti a proudu. Vysledné soustava linedrnich algebraickych rovnic s komplexnimi
koeficienty miize byt feSena napiiklad nékterou z maticovych metod. Postup feSeni si
ukazeme na analyze obvodu z ptikladu 3.7 -5

Piiklad 3.7 -5

Metodou Kirchhoffovych rovnic uréete proud dodédvany zdrojem do obvodu (obr.3.7 -
4), je-lidano: L=0,5[H], R=120[Q],C=5[pnF] ,u@®)=U, sin(a)t) [V],U=230[V], f=
50 [Hz].

Neznamé veliCiny, které hledame, budou fazory proudi vétvi I a Iy, L.

Rovnice potifebné pro feSeni ziskame aplikaci 1.Kz pro uzel A a 2.Kz na smycku S; a
smycku S:
Ill

10 U

O

A: -1+ I;+1,=0,
R Si: Uc-U =0, (3.7 -6)
Sy Ur .+ Uy —Uc= 0 .

Jednotlivd napéti v rovnicich vyjadifime pomoci
zobecnéného Ohmova zakona , budici napéti U
L prevedeme v rovnici smycky S; na druhou stranu a po

A / A )
' S,/ upravé rovnic dostaneme:
4
o dA+L+L =0,
Obrizek 3.7.6 K prikladu 3.7-5 L. 1/joC) =U , (3.7 -7)

-I1. 1/joC) + I, [ R +joL — 1/joC)]= 0
Soustava rovnic je tak jednoduchd, Ze ji miiZeme feSit postupnou eliminaci neznamych.
Z rovnice smy¢ky S; mizeme vypocitat okamzité fazor proudu I .

L=U./[l/(joC)]= 230/ (-j636,6198) = j 0,3613 [A] . Poté miZeme jiZ z rovnice pro
smycku S, urcit fazor proudu I :




34 Fakulta elektrotechniky a komunikaénich technologii VUT v Brné

| _L.(/jeC) _ j0,3613.(—/636,6198) _ 230
PRy Jjol 120 + j157,0796 197,6715.¢/%"*
=0,7064 —j 0,9246 [A]
Hledany fazor proudu ur¢ime z rovnice pro uzel jako
I=1I; + I, =0,7064 —0,5633 = 0,9035 ¢ /">
A proud dodavany zdrojem do obvodu je
i() = I, sin(et +v,) = 1,2777sin(1002¢ — 0,6732) [A]

=1,1635. ¢/ =

3.7.5 Metoda smyckovych proudi

NS4

redukujici pocet obvodovych rovnic. Jednou z nich je metoda smyckovych proudi, kterou
muizeme pouzit pii feSeni obvodid v symbolickém tvaru. Postup pfi jejim pouziti ukdZeme na
feSeni nasledujiciho ptikladu.

Priklad 3.7 -6

Metodou smyckovych proudt urcete proud I, v obvodu z ptikladu 3.7 —4. V obvodu si
zvolime fazory smyckovych proudii Ig; a Is; (obr.3.7 -5) a napiSeme 2.Kz pro smycku S; a
S,. Po tprave obdrzime vyslednou soustavu rovnic:

[Ri+ 1/(oC)] Is1 -1/(wC). Is; =U ,

-1/GoC).Is1 + [Rot+ joL-1/GwC)]Is2 =0 . (3.7 -8)
Uvedenou soustavu rovnic miizeme napsat v maticovém tvaru Z.1=U
R +1/(joC -1/(joC I U
| (JoC) (JoC) ol s ‘ (3.7-9)
-1/(joC) R, + joL+1/(joC)| |Ig, 0
L Po dosazeni konkrétnich numerickych hodnot ma
Y maticovy zapis soustavy rovnic tvar

RN |

Obrazek 3.7.7 K prikladu 3.7- 6

ReSeni soustavy je velmi snadné i pomoci determinantii. Determinant soustavy A a
subdeterminant soustavy A potom jsou:

10-10 /10
A{ J J

=(10— j10).10 — (j10).(j10) = 200 — ;100 ,
10 10
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2=

10-,10 10
LIO 0
Hledany fazor proudu je tedy

L=1Is;=A; /A=-j100/(200-j100) = 0,2 —j0,4 = 0,4472 ¢ /"'"" [A].

}z-leO .

3.7.6 Metoda uzlovych napéti

Nejcastéji pouzivanou metodou analyzy obvodd, kterou mulzeme vyuzit také
v symbolickém tvaru, je metoda uzlovych napéti. Postup pii pouziti metody pii analyze
obvodt v harmonickém ustadleném stavu opét ukdzeme na feseni ptedchoziho obvodu.

Priklad 3.7 -7

V uvedeném obvodu (obr.3.7 -6) vypocitejte metodou uzlovych napéti vystupni napéti
prickového ¢lanku.

Ul CIlUCUL R[] v. I?éq C% v Bl
)

Obrazek 3.7.8 K prikladu 3.7-7

Protoze obvod obsahuje zdroj napéti, piepocitame jej nejprve na ekvivalentni zdroj
proudu (obr.3.7-8b). Za ptedpokladu, Ze obvodové parametry jsou stejné jako v obvodu
z prikladu 3.7- 4, je velikost fazoru proudu ekvivalentniho zdroje proudu dana:
IL=U/R;=10/10=1 [A], vodivost ekvivalentniho zdroje je G; = 1/ R; = 0,1 [S]. Pro
zvolené uzly 1a2 oznacime fazory uzlovych napéti U; a U,. Aplikaci 1K.z. na oba

uzly dostaneme po Upraveé soustavu rovnic, kterou zapiseme jiz piimo v maticovém tvaru
Y.U=1I

{Gl + jaC +1/(jal) ~1/(jel) } [Ul } =H (3.7-10)

~1/(jwL) G, +1/(joL)| |U,| |0

Po dosazeni konkrétnich numerickych hodnot z ptikladu 3.7 -4 mé maticovy zéapis soustavy
rovnic tvar

0,1 ~1/510 1 [u,] 1
X =
~1/j10 01+1/10| |uU,| |0

Reseni soustavy je velmi snadné i pomoci determinantii. Determinant soustavy A a
subdeterminanty soustavy Ay a A; potom jsou:

_[0,1 0,1/

=0,1.0,1-0,1.0,1j+0,1.0,1=0,02-0,01j ,
0,1j 01-0,1;
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1 0,1/ ) 0,1 1 .
A= “1=0,1-0,13 , A= ) =-0,1j
0 01-0,1, 01; O

Hledany fazor napéti je tedy

Uy =A;/A=-0,1j/0,02-0,01j =2 — j4 = 4,4721 ¢/""""" [V].
3.7.7 Metoda nahradniho zdroje

V piipadé, ze nas v obvodu zajimaji jen obvodové veli¢iny jediné vétve obvodu, nebo
potfebujeme tyto parametry vyjadfit v zavislosti na proménnych hodnotach nékterych veliin
obvodu, je vyhodné pouzit pro analyzu obvodi  metodu nédhradniho zdroje
(Theveninova a Nortonova véta ). Postup jejiho pouziti pfi feSeni obvodu pomoci fazorti
ukazeme na nasledujicim piikladu.

Priklad 3.7 -8

V obvodu na obrazku 3.7 -7a vypocitejte fazor proudu I, tekouci rezistorem R, pomoci
veéty o nahradnim zdroji . Podle Theveninovy véty miizeme vétev s rezistorem vyjmout a
zbyvajici ¢ast obvodu (na obrazku 3.7 -7a od svorek a,b vlevo) nahradit zdrojem s fdzorem
napéti Uj a vnitini impedanci Z; (obr.3.7 -7b).

Napéti nahradniho zdroje U; urcime jako napéti na svorkiach a,b analyzovaného
obvodu, ze kterého je zkoumana vétev vyjmuta (obr.3.7 -8a). To muzeme urcit naptiklad
metodou

R, L

U'\,L.CU :
) TI

®
~
=
®

—
| E
N

®°

a) b)

Obriazek 3.7.10 K prikladu 3.7-8
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postupného zjednoduSovani obvodu . Pouzijeme-li hodnoty odporti a reaktanci z ptikladu 3.7-
4, potom jsou hledané veli¢iny :

L=U/[R+1/joC)]=10/(10-j10)= 0,5 +j0,5 [A],

Ui=Uc=L. 1/joC) =(0,5+j0,5).(-j10)=5-3j5[V].
Vnitini impedanci nédhradniho zdroje ur¢ime jako impedanci obvodu mezi svorkami a, b,
jsou-li zdroje vyfazeny (napétovy zdroj nahradime zkratem — obr.3.7 -10b). Pro obvod na
obrazku je tedy impedance dana :

Zi= joL + ljeC) 0 10C10D 10 5 s ey
R +(1/jaC) 10-710 1-j

5-j5 11—
5+j5+10 3+

Hledany fazor proudu je I, =1=U; /(Z; + Ry) = =0,2-j0,4 [A].

3.8 Zakladni obvody RC, RL a RLC

V této casti kapitoly se zminime o vlastnostech a néckterych oblastech pouziti
jednoduchych obvodd, slozenych z linedrnich rezistorii, kapacitord a induktord. S témito
obvody se v riznych aplikacich velmi Casto setkdvame. V nékterych piipadech jde o obvody,
které do elektrickych ¢i elektronickych zafizeni umysin¢ vkladame, jindy pak jde o obvody
parazitni, které se v zafizenich projevuji, at’ si to pfejeme nebo ne. Tvofi je naptiklad
nevyhnutelné ptitomné kapacity mezi vodi¢i nebo jednotlivymi ¢astmi zafizeni, indukénosti
rezistord a odpory vodicl. Je proto dulezité znat dostate¢né podrobné vlastnosti téchto
obvodi a jejich vliv na prochézejici signaly.
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Obvody budeme rozliSovat piedevSim podle toho, kolik obsahuji akumulacnich
obvodovych prvkl (kapacitorti, induktorti) a jakymi diferencidlnimi rovnicemi jsou v
dasledku toho popsany. Nejjednodussi jsou obvody prvniho Fadu s jedinym akumula¢nim
prvkem kapacitorem nebo induktorem a obvody druhého Fadu se dvéma akumula¢nimi
prvky riizného charakteru, tj. s jednim kapacitorem a jednim induktorem.

Nejprve se budeme zabyvat obvody 1. ftadu, které jsou opsané linearnimi
diferencidlnimi rovnicemi 1. fadu. Jsou to obvody RC s jednim kapacitorem a obvody RL s
jednim induktorem. Vedle uvedené¢ho akumula¢niho prvku pak mohou obsahovat vice ¢i
méné slozitou kombinaci rezistori a piipadné i fizenych zdroji a idealnich operacnich
zesilovacl. Rozbor za¢neme nejjednodussimi obvody RC.

3.8.1 Integracni ¢lanek RC

Schéma c¢lanku je na obr.3.8 -1. Vstupni napéti u,(t) je pfivedeno na sériovou

R kombinaci rezistoru a  kapacitoru, vystupni napéti
o 1 u,(t) se odebira ze svorek kapacitoru. Pro

l okamzitou hodnotu vystupniho napéti
u,(t)

plati uz(z)_—j (t)dt = ‘1() : (3.8-1)

u,(t) i) € %

O O

Okamzita hodnota proudu pfitom
Obrazek 3.8.1 Integra¢ni ¢lanek

, proud zavisi na obou napétich. V ptipadé, kdy je napéti na vystupu v

je i(t)z ul(t);euz(t)

kazdém okamziku podstatné menSi nez napéti na vstupu  u,(f) <<u,(¢), mizeme vliv
vystupniho napéti na proud zanedbat a za téchto podminek je proud obvodem

i(t)= 1( ) a vystupni napéti je tak (pfiblizn€) pfimo imérné integralu ze vstupniho napéti
&lanku u, () = j u, (£)dt (3.8 -2)
B . =
1 I +
TNV

/

\/ ©~

a) b)

Obrazek 3.8.2 Funkce integra¢niho ¢lanku

> uz(t)

o > u,(t)




Elektrotechnika 11 39

Proto se tento obvod nazyva integraéni resp. kvaziintegracni ¢lanek RC.
Soucin RC ma rozmér ¢asu a nazyva se ¢asova konstanta obvodu 1
_t=RC (3.8 -3)
Jeho pfevracend hodnota je konstantou umérnosti mezi vystupnim napétim a integralem
vstupniho napéti. Na obr.3.8 -2 jsou nakresleny dva ptiklady pouziti integra¢niho ¢lanku.
Obr.3.8 -2a ukazuje, jak z kosinového prubchu napéti ziskdme sinusovy prub¢eh (signal je o 90
° zpozdén a jeho amplituda je zmensena imérné kmitoctu ). Na obr.3.8 -2b je pak ukazano,
jak z periodického obdélnikového napéti vytvorime pilovity prubéh, jaky se pouziva napi. v
casovych zdkladnach osciloskopt.
Neni-li pii funkci obvodu pfedpoklddand podminka u,(¢) <<u,(¢f) splnéna, je tfeba
urcit vystupni napéti feSenim Gplné diferencialni rovnice. Postup analyzy je obsahem kapitoly
o prechodnych dé&jich v linearnich obvodech (kap.5) .

Redeni diferencilnich rovnic je pomémé slozitd uloha. Jak jsme vSak ukazali v
predchozich odstavcich, symbolickou metodou umime jednoduse analyzovat obvody buzené
vstupnimi harmonickymi veli¢inami, které jsou v harmonickém ustaleném stavu. Piiklad 3.7 -
2 ptedchoziho odstavce ukazal, Ze uvedeny obvod predstavuje kmitoCtove zavisly deélic
napéti. Cinitel pfenosu napéti, tj. pomér fizorti vystupniho a vstupniho napéti je uréen
pomérem odpovidajicich impedanci:

1
U,jo) jeCc 1T 1 (3.8 -4)
U (o) 1 o 1+joRC 1+ jor
joC

Je to kmitoctové zavisld komplexni veli¢ina a nazyvd se Cinitel prenosu K, (jo).

Z uvedeného vztahu vyplyva, Ze vystupni napéti je

U,(jo) =K, (@) -U,(jo) (3.8 -5)
V piipad¢ zkoumaného integracniho ¢lanku tedy
1
U,(jo)=U,(jo) ———. 3.8-6
,(jo) =U,(jo) I+ joRC (3.8-6)

Modul 1 argument Cinitele pfenosu zaviseji na kmitoctu. Modul pfenosu (ve tvaru zlomku) je
roven podilu modult Citatele a jmenovatele zlomku,argument je roven rozdilu argumentt.
Proto pro né plati:

K, (@)= —

J1+ (@RC) ’
Poznamka:

V predchozich odstavcich, kde jsme predpokladali harmonicky ustdleny stav obvodu
s konstantnim kmito¢tem, jsme kmitoc¢tovou zavislost
fazorti nezduraziovali. Nyni, kdy se budeme zabyvat
podrobnéji vlastnostmi obvodil pravé v souvislosti se
zménou kmitoCtu, budeme kmitoCtovou zavislost
zasadné zdiraziovat. Protoze v imitancich vystupuje
uhlovy kmitocet vzdy ve spojeni simaginarni
jednotkou (joL, joC ...), je vyhodné povazovat
v kmitoctovych funkcich za nezévisle proménnou
Obrazek 3.8.3 RC ¢lanek veli¢inu jo.

o(w) = arctg (~wRC) (3.8 -7), (3.8 -8)

o| = K(0) ~

w—>
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Modulova charakteristika integracniho ¢lanku je graf zdvislosti modulu ¢initele pfenosu na
kmitoctu. Ptiklad charakteristiky s linedrnim méfitkem obou os je nakreslen na obr.3.8 -3a.
Charakteristika vychazi z bodu K, (0)=1 na svislé ose (Cinitel pfenosu na velmi nizkych
kmitoctech resp. Cinitel pfenosu pro stejnosmérné vstupni napéti je roven jedné) a pro @ —
se asymptoticky blizi k nule. Obvykle vSak modulovou charakteristiku kreslime v soufadné
soustavé, kterd ma logaritmickou stupnici na ose kmito¢tii a modul se na linearné¢ délenou
svislou osu vynasi v decibelech (obr.3.8 -4b).

Argumentova charakteristika integracniho ¢lanku
je nakreslena na obr.3.8 -4c. Vodorovna osa je opét
délena logaritmicky, svisla osa linearné. Na nizkych [dB]
kmitoctech vychdzi argumentova charakteristika z Vi
nuly, na vysokych kmitoCtech se asymptoticky blizi "
k -90°. =
Kritickym bodem na obou charakteristikach je S b)

1 1
mezni kmitodet obvodu w=w =—=—. Na &1
RC =t

tomto kmito¢tu je modul Cinitele pfenosu roven
K, (@,.)=1/2, coz odpovidd -3 dB (piesnd
vzato -10log(2)= -3.0103... dB) a fazovy uhel mezi
vystupnim a vstupnim napétim je -45°.

(loi)a))

Obrazek 3.8.4 RC c¢lanek
Z prubéhu charakteristik vyplyva :
- Na nizkych kmitoctech, kdy @ << ®,,_, je ptenos prakticky roven jedné a prochazejici

signal neni integraénim ¢lankem ovlivnén. Clanek se chové jako  kmitoltovy filtr  typu
dolni propust.- Na vysokych kmito¢tech, kdy @ >>w®, _, je prenos velmi maly a klesa
b = Onez 1 Vystupni napéti je
oRC o

zpozdéno oproti napéti na vstupu o 90°. Pokud vSechny kmitoctové slozky obsazené v
signalu lezi v této oblasti, je splnéna podminka u,(¢) <<u,(¢)a clanek plsobi jako téméef

mez >

nepfimo Umérné s rostoucim kmitoftem, K, =

dokonaly integrator.

Na obr.3.8 -5 je zobrazena zavislost napéti K,(jw) na kmito¢tu (zavislost imaginarni ¢asti
Cinitele pienosu na jeho redlné Casti), tzv. hodograf. Hodograf ma tvar piilkruznice, uhlovy
kmitocet je proménnym parametrem. Vychazi z bodu +1+j0 na reélné ose (pro kmitocet ©w=0)
a konci

1+ 0
¢ Re{K (jo)}
Kio~Kugo) | ——

®

“6

o,

mez

—>Im{Ku(](o)} o

Obrazek 3.8.5 Hodograf RC ¢lanku  Obrazek 3.8.6 Fazorovy diagram
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v pocatku pro kmitocet @ — ). Meznimu kmito¢tu obvodu odpovida bod s nejvetsi
zapornou imagindrni ¢asti. Pro kazdy kmitocet je modul pfenosu dan délkou spojnice
prislusného bodu na hodografu s poc¢atkem souradnic a argument thlem, ktery tato spojnice
svira s realnou osou. Fazorovy diagram (obr.3.8 -6) odrdzi vzajemné vztahy mezi fazory
obvodu

U =U;+U,=U,+U, =RI+;I.

joC

Napéti na rezistoru je ve fazi s proudem, napéti na kondenzatoru se zpozd'uje o 90°. Soucet
obou fazort je pak konstantni a je roven fazoru napéti na vstupu obvodu. Proto bod, ve
kterém na sebe fazory Ur a Uc navazuji, lezi na ptlkruznici opsané nad fazorem vstupniho
napéti Us.
Poznamenejme jeste, Ze integracni clanek mize byt do cesty signdlu zarazen zamérné s cilem
omezit $itku pasma signalu. Casto viak byva tvofen parazitnimi prvky v obvodu, napf.
kone¢nym vnitinim odporem zdroje signdlu a nevyhnutelné pfitomnymi kapacitami
pripojenych prvkl. Pak dochéazi k nezadanému omezeni pfendseného pasma, které¢ musime
vhodnym zpiisobem fesit.

3.8.2 Derivaéni ¢lanek RC

C Odebirame-li vystupni napéti ze svorek rezistoru
o | ¢ 0 uvedené sériové kombinace, dostaneme zapojeni
nazyvané kvaziderivacni resp. vazebni ¢lanek. Schéma
¢lanku je na obr.3.8 -7.

u,(t) i) R u,(t) .
Pro okamzitou hodnotu vystupniho napéti plati
O L g O
Obriazek 3.8.7 Deriva¢ni élanek u, (1) = Ri(t) = RC% [, (£) = u, (1) ].
Je-1i splnéna podminka u,(¢) << u,(t), plati pfiblizné
u,(t) = RCM (3.8-9)

a Clanek derivuje vstupni napéti podle ¢asu. Dva piiklady prabéht vstupniho a vystupniho
nap¢ti pro tento ptipad jsou nakresleny na obr.3.8-8. Ma4-li ¢lanek skute¢né signal derivovat,
musi byt jeho vstupni napéti spojitou funkci Casu. V okamzicich nespojitosti roste totiz
derivace nade vSechny meze a na vystupu ¢lanku nemuze jiz tedy byt signal odpovidajici
derivaci vstupniho napéti. Pfenos napéti deriva¢niho ¢lanku v harmonickém ustadleném stavu
muze byt opét vyjadien jako

R 'R '
K,(jo) = — = JORC _ _Jer (38-10)
R+ 1+ joRC 1+ jor
joC
a odpovidajici modul a argument napét'ového prenosu
K (@) =—22C _ o(w) = 90° arctgaRrC. (3.8-11)

1+ (wRC)*
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ol =2 ul(t)
ol = u,(t)

t=>

> u,(t)

o1—> uz(t)

t—>

a) b)
Obrazek 3.8.8 Funkce CR ¢lanku

Kmito¢tové charakteristiky obvodu (modulova a argumentova) jsou nakresleny na obr.3.8 -
9a,b. Z nich je zfejmé, ze ¢lanek nepropusti stejnosmérnou slozku a slozky signalu o nizkych
kmitoctech, pasobi tedy jako filtr typu horni propust s meznim kmitoctem rovnym

@, =1/RC=1/7. (3.8 -12)

Proto se Casto pouzivd k vazbé mezi jednotlivymi stupni zesilova¢li nebo na vstupu
osciloskopu ¢i voltmetru, chceme-li métit maly stfidavy signal, superponovany na znacné
v&t§i stejnosmérnou slozku (napf. signal na kolektoru tranzistoru). Casovou konstantu &lanku
musime pfitom volit dostatecné velikou, aby jeho mezni kmitocet byl podstatné nizs$i nez

cvwr

Pouzijeme-li malou ¢asovou konstantu, mizeme c¢lanku pouzit k vytvoreni kratkych
"jehlovych" impulsii v okamzZicich, kdy se vstupni signal méni skokem. Impuls na vystupu je
kladny, jestlize vstupni signal vzrostl, zaporny, kdyz vstupni signal skokem klesl. Ukazuje to
obr.3.8-10. Vystupni impuls ma amplitudu rovnou velikosti skokové zmény na vstupu a je tim

krat$i, ¢im mensi je Casova konstanta obvodu 7 = RC .

O, log)®
y Gy

ol S u(t)

OIJ (log& r r

Obriazek 3.8.9 Kmitoctové charakteristiky Obrazek 3.8.10 Funkce CR ¢lanku

o> uz(t)
=

\lie—r
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3.8.3 VsSepropustny ¢lanek RC

Pro ucely korekce faze signala se pouziva clanek, jehoz zdkladni schéma je na obr.3.8 -
11. Vstupni signal je oznacen jako Uy, vystupni napéti U, se odebird mezi uzly A a B.

QI
ul O e

U,
R \LUl --lUC
vy ¢

Obrazek 3.8.11 VSepropustny ¢lanek RC Obrazek 3.8.12 Fazor. diagram

| p—

Predpokladame pfitom, ze z vystupnich svorek neni odebiran zadny proud. DEIi€ ze stejné
velikych odport vytvaii mezi uzlem B a referencnim uzlem napéti rovné polovin€ napéti na
vstupu. Napéti v uzlu A, rovné napéti na kondenzatoru je

1
UC = lm . (38 -13)
Vystupni napéti obvodu je pak
U, U, 1-/joR U, ...
U,=U, —%Ul =U, ! Bt Wt W i ¢ =L g/(PaeeRO) (3.8 -14)

1+ joRC 2 2 1+ joRC 2
Modul ¢initele pienosu je roven jedné polovin€ a nezdvisi na kmitoc¢tu. Fazovy thel mezi
vystupnim a vstupnim napétim je

p(w) =-2arctg(wRC) (3.8 -15)
Clanek tedy prendsi se stejnym modulem &initele pfenosu viechny signaly v celém rozsahu od
nuly do nekone¢na, a méni pfitom fazi prochazejiciho signalu v zavislosti na kmitoctu.
Cinnost obvodu nazorné doklada fazorovy diagram na obr.3.8 -12. Pro napéti v obvodu plati

U
U, :271=UR+UC : (3.8 -16)

1
U, =U, _EUl . (3.8-17)
Koncovy bod fazoru vystupniho napéti U, se pohybuje po pllkruznici se sttedem uprostred
fazoru vstupniho napéti Uy a proto jeho délka zlstavd konstantni. Uhel mezi fazorem
vstupniho a vystupniho napéti se v zavislosti na kmitoctu méni v rozmezi od nuly pii @ =0

do 180 stupnil v limité pro @ — .

3.8.4 Integracni a derivacni ¢lanky RL

Podobné vlastnosti jako ¢lanky RC maji i obvody s rezistorem a induktofem, nakreslené
na obr.3.8 -13,14. Pro integracni ¢lanek na obr.3.8 -13 odvodime napét'ovy pienos
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R 1
K,(jo)=——=— (3.8-18)
R+joL 1+ jor
L R
o LYY 4 o || || 4 0

o, -0 0] o, -6 0]

Obrazek 3.8.13 Integracni LR ¢lanek Obrazek 3.8.14 Derivacni RL ¢lanek
Vyraz pro prenos napéti je tedy stejny jako u integracniho ¢lanku RC a proto i
kmitoctové charakteristiky jsou stejné. Podobné i ptenos deriva¢niho ¢lanku RL (obr.3.8 -14)
je
JoL  jot
R+jol 1+ jor

K,(jo)= (3.8-19)
odpovida ptenosu deriva¢niho €lanku RC. V obou vyrazech pro pfenos je 1t Casova
konstanta ur€end parametry prvkl obvodu
T=— . 3.8-20
2 ( )
Pti praktickém pouziti ¢lanki RL ptlisobi problémy ztratovy odpor civky snizujici jeji kvalitu
a predevs§im jeji parazitni kapacity. Proto se obvodii RL pouziva zfidka, spiSe se s nimi
setkavame jako s obvody parazitnimi.

Obvody 2. Fadu
Obvody 2. fadu obsahuji dva akumulacni prvky a jsou proto popsany diferencialni rovnici 2.

fadu. Nejzajimavéjsi jsou obvody s jednim kapacitorem a jednim induktorem, tzv. rezonan¢ni
obvody.

3.8.5 Sériovy rezonanc¢ni obvod

Schéma sériového rezonanéniho obvodu je na obr.3.8-15. Obvod je napajen ze zdroje
napéti U a teCe jim proud I. Pro impedanci obvodu plati

i & Z=R+ja)L+_L=R+j(a)L—L).(3.8—21)
joC woC
—
L R
Modul impedance
U i(t C = |U. 2 2
i(t) Z(@) = [R* +(@L—1/ &C) (3.8 -22)
je minimalni a impedance je soucasné Ciste redlna,
Obrazek 3.8.15 RLC obvod reaktance civky w/L rovna reaktanci kondenzatoru

1

1
——, resp. f.= ,
NLC P/, 2N LC

l/oC, tedy pro kmitoCet w = @, = (3.8 -23)
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kdy je obvod v rezonanci.
Pro fazor proudu obvodem v zavislosti na kmito¢tu odvodime

1(jw) = 1

. — (3.8 -24)
ZU®) Ry jwL-—)
wC

” . o u . .. o w .
Pti rezonanci je proud maximalni 7, =— a je ve fazi s napdjecim napétim. Kdyz vyraz pro
R

proud ze vztahu (3.8 -24) upravime tak, Ze Citatele i jmenovatele délime odporem R a ze
zavorky ve jmenovateli vytkneme reaktanci induktoru resp. kapacitoru pii rezonanci
o,L=1/w,C,dostaneme

. U/R I
WoI===0T o w1+ j0F
e e B
R )
Ve jmenovateli jsme zavedli oznaceni (bezrozmérné veli€iny)
L 1 1 |L
&initel jakosti obvoduQ = £~ = - — = (3.8 -25)
R @ .CR R \NC
Sinitel rozladéni Fo® S I (3.8 -26)
o, o f f

Cinitel jakosti je tim vétsi, ¢im mensi je odpor R. Ten obvykle do rezonanéniho obvodu
umyslné nezafazujeme. Pfedstavuje nevyhnutelné ztraty v obvodu, piedevs§im ztraty v civce,
pusobené ohmickym odporem vodic¢e a piipadnym vlivem povrchového jevu (skinefektu).
Hodnota cinitele jakosti zdvisi na provedeni civky, pouZzitém jadru a kmitoctu, pii kterém ho
urcujeme. B€zn¢ nabyva hodnot 20 — 50, pfi peclivém provedeni civky vSak muze dosdhnout
az n¢kolika set.
Cinitel rozladéni je roven nule pii rezonanci, je zaporny pod rezonanénim kmitoétem a kladny
nad rezonan¢nim kmitoc¢tem. V blizkosti rezonan¢niho kmito¢tu miizeme psat

=1 +Af, (3.8-27)
kde A je absolutni rozladéni od rezonance.
Pro ¢initele rozladéni pak mame

ALY S S Y AP WLV A (3.8 -28)
L LEAS J. /.

Vyraz ve druhé zavorce rozvineme v binomickou fadu a protoze pifedpokladame, Ze relativni
rozladéni A f/ f, je malé, vezmeme z ni pouze dva prvni ¢leny. Pak plati ptiblizné

Af Af Af
—(1- =2 , 3.8-29
7 ( fr) 7 ( )

Cinitel rozladéni je pfimo umérny odchylce od rezonan¢niho kmitoc¢tu (absolutnimu rozladéni

Af=1=1)

F=1+

Zavislost modulu proudu / na kmitoc¢tu se nazyva rezonanéni krivka obvodu

()= __t .
J1+Q°F?
Jeji tvar zavisi na Ciniteli jakosti obvodu Q, jak je zfejmé z kiivek na obr.3.8 -14. Pti velkém
Ciniteli jakosti je kiivka izka a ma strmé boky. Proud pfi rozladéni od rezonan¢niho kmitoctu
rychle klesd, obvod je selektivni. Je schopen vybéru téch slozek proudu, které maji kmitoCty
v tésné blizkosti rezonanéniho kmitoctu.

(3.8 -30)
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Pro posouzeni selektivity obvodu definujeme Sifku pasma propustnosti B jako pasmo
kmitocti, ve kterém modul proudu neklesne pod hodnotu 7,/ V2 , fj. o vice nez 3 decibely

Obrazek 3.8.16 Rezonanéni krivky Obrizek 3.8.17 Sifka pasma B

pod maximum, dosahované pfi rezonanci (viz obr.3.8 -17).
Na obou krajnich kmitoctech pasma propustnosti plati QF=1. Je-li Cinitel jakosti dostate¢né
vysoky, je rezonanc¢ni kiivka Gzka a témét symetricka kolem rezonancniho kmitoctu. Pak plati

2A B
oF 120281 _o 8 (3.8 -31)
/. /.
a Sitka pasma propustnosti B je nepiimo imérna Ciniteli jakosti okruhu
B= /, . (3.8-32)
Q

Vztahy mezi fazory v obvodu ndzorn€ ilustruje fazorovy diagram (obr.3.8 -16). Pro fazory
napéti na jednotlivych prvcich plati

U, =RI, U, = joLl, UC:—j%.I, U=U,+U.+U, .
w

Féazor napéti na rezistoru je ve fazi s proudem, fazory napéti na akumulacnich prvcich sviraji s
fazorem proudu thel rovny 90 stupiiim. Pfi rezonanci jsou absolutni hodnoty napéti na
induktoru a kapacitoru stejn¢ veliké, takze se v souctu vzijemné rusi a celkové napéti na
okruhu je rovno napéti na rezistoru. Potom jsou fazory obvodu

I, =—, U,=U,

o L
—U=;0U,
R Jjo

U, =jo,Ll, =]

Uc :_UL =—jouU

Obrazek 3.8.18 Fazorovy diagram

Modul napéti na akumulaénich prvcich pfi rezonanci je Q krat vétsi nez modul napajeciho
napéti. (Této skutecnosti se vyuziva pii méteni Cinitele jakosti redlného obvodu.)

3.8.6 Paralelni rezonanéni okruh

Pfi rozboru vlastnosti paralelniho rezonan¢niho okruhu budeme rozliSovat dva ptipady -
teoretickou a praktickou variantu obvodu. Zakladni schéma paralelniho rezonan¢niho okruhu
(teoretické varianty) je nakresleno na obr.3.8 -19a. Okruh je napajen zdrojem proudu a sklada
se ze tfi paralelnich vétvi s kapacitorem C, induktorem L a tzv. rezonan¢nim odporem R,.,
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Obrazek 3.8.19 Paralelni rezonanéni okruh
ktery predstavuje ztraty v obvodu. Pro napéti na okruhu plati

U(jo) = I I

= Yoo (3.8-33)
—+ j(wC—— J®

R J( " L)

Pfi rezonanci, kdy stejné¢ jako u sériového okruhu je reaktance induktoru rovna reaktanci
kapacitoru, je napé€ti na okruhu ve fazi s proudem zdroje a ma maximalni hodnotu rovnou

U, =R]I. (3.8 -34)
Mimo rezonanci mizeme opét psat
U(jo) = U . (3.8 -35)
1+ jOF

Pro Cinitele rozladéni F plati stejné vztahy jako v ptipadé sériového okruhu, pro Cinitele
jakosti vSak méame

R
O=w,CR, =—" =Rr\/§ ) (3.8-36)

o L

Cinitel jakosti je pfimo imérny velikosti rezonanéniho odporu, ktery modeluje ztraty realné
civky a kondenzatoru obvodu. Idedlni bezeztritovy okruh by mél nekonecné veliky
rezonan¢ni odpor.

Rezonanéni kiivka paralelniho rezonan¢niho okruhu je graf zavislosti modulu napéti U na
kmitoctu. Pro §itku pasma propustnosti plati opét vztah (3.8 -32) .

Pti praktické realizaci paralelniho rezonan¢niho okruhu zapojime paraleln¢ kondenzator s
civkou, odpor paralelné obvykle nedavame. Zapojeni tak predstavuje praktickou variantu
okruhu, jejiz schéma je na obr.3.8 -19b. Ztraty jsou v tomto schématu respektovany odporem
R v sérii s induk¢nosti civky. Ztraty v kondenzatoru jsou totiz obvykle proti ztratam v civce
zanedbatelné. Pro napéti na okruhu plati

U(jo) =1 J“; =1 JO —=1 JOL (3.8 -37)
R+ joL+—— R+j@L-—) 1TJOF
joC oC

Zajima nas predevSim situace v okoli rezonan¢niho kmitoctu. Je-li Cinitel jakosti okruhu
dostatecné velky, tedy znacné vétsi nez jednotka, potom plati

L Lgel g, (3.8 -38)

o,C CR’ TR
a druhy zlomek v Citateli vyrazu pro napéti miizeme zanedbat. Dostaneme tak vyraz shodny
se vztahem platnym pro napéti na paralelnim okruhu z obr.3.8-19a (teoreticka varianta)
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U(jo) = S , (3.8 -39)
1+ jOF
kde rezonan¢ni odpor je
R=L _—wio=2 (3.8 -40)
" CR 7 ».C

Rezonanéni odpor R, je, jak jsme ocekavali, nepfimo imérny sériovému odporu civky R.
Jestlize se hodnoty sériového odporu v praxi pohybuji fddoveé v ohmech nebo desitkach ohm,
rezonan¢ni odpory byvaji fadu desitek az stovek kiloohmii.

3.8.7 Poutziti rezonan¢nich obvodu

Sériové a paralelni rezonan¢ni obvody lze pouzit jako kmitoctové filtry typu pasmové
propusti nebo pasmové zadrze.

Na obr.3.8 -20 je ptiklad pouziti sériového rezonan¢niho okruhu na vstupu radiového
prijimace jako tzv. odladovace. Kmitavy okruh spolu s vnitini impedanci zdroje signalu
(antény) tvoii impedancni délic. Na rezonancnim kmitoctu piedstavuje okruh velmi maly
odpor, proto je napétovy pienos délice je maly. KdyZ rezonan¢ni okruh naladime na kmitocet
nezadouciho - rusiciho signalu (napf. silné mistni stanice), potlaci se ruSeni a pfitom se
prakticky neovlivni pfijem na ostatnich kmitoctech.

anténa odladovacé

| I vystup
: ' | Radiovy

U, I I
| | v
| | prijimac Uec
1 & 1
I ! v

Obrazek 3.8.20 Sériovy RLC obvod Obrazek 3.8.21 Paralelni RLC obvod

Schéma na obr.3.8 -21 ukazuje piiklad pouziti paralelniho rezonan¢niho okruhu jako
zatézovaci impedance tranzistorového zesilovaciho stupné. Protoze zesileni stupné je tim
vetsi, ¢im veétsi je impedance v kolektorovém obvodu tranzistoru, zesilovac je selektivni,
zesiluje nejvice signaly o kmitocCtu, na ktery je okruh naladén a v pasmu propustnosti okruhu
kolem tohoto kmitoctu.

Rezonance se vyuziva 1 v silnoproudé
elektrotechnice ke kompenzaci uciniku.
Vétsinu  elektrické energie u velkych
odbérateli spotiebuji elektrické
asynchronni motory, které ptedstavuji pro
napgjeci  sitt  zatéz  induktivniho
charakteru. Aby se jalovy proud zmensil,
zapojuji se paralelné k velkym

generato

0[O

vedeni  kompenzace ¢  spotfebi¢
cos ¢ < 1

0
|
T
1
I
1
1
1
1
I
1
I
!
1
1

Obrazek 3.8.22 Princip kompenzace

spotfebi¢lim kondenzatorové baterie, jak je znazornéno na obr.3.8 -22. Tim se soustava jako
celek uvede pfiblizné do rezonance na sitovém kmitoctu. Cinitel jakosti takové rezonancni
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soustavy je ovSem maly. (Princip kompenzace ndzorn¢ ilustruje srovnani vysledkti analyzy
obvodu z ptikladt 3.7 -4 a 3.7 -5 minulého odstavce.)
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4 Trojfazové obvody

Uvod

Trojtdzové obvody maji zékladni vyznam v elektroenergetice pii vyrobé, rozvodu a
uziti elektrické energie. Trojfazovy proud umoznuje totiz vytvoreni to¢ivého magnetického
pole, které je zdkladem piisobeni trojfazovych indukénich motord, nejjednodussich a proto
i nejrozsifenéjSich motortt viibec. Pfi pfenosu energie trojfizovym vedenim se usetii na
materidlu vodicii a také trojfazové generatory jsou funkcéné jednodussi a vahove lehci nez

vvvvvv

jednofazové.
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4.1 Mnohofazové soustavy - zakladni pojmy a vztahy

Harmonické zdroje napéti a proudu, které jsme diive uvazovali, nazyvame téz
fazové zdroje. Jsou to zafizeni, kde je v jediném konstrukénim celku uspofadano m
jednofazovych zdroji harmonického napéti, které maji stejny kmitocet a jejich napéti jsou
uy (), uy (1), us(t),...u,, (t) . Zpravidla jsou navrzeny tak, ze U;=U,=U; =....=U, a kazda dvojice
po sob¢ nasledujicich napéti ma fazovy posun « =2z/m. Pak je nazyvame soumérnymi m-
fazovymi zdroji. Nejsou-li splnény obé uvedené podminky (napt. pii poruse nékterého
zdroje), jde o nesoumérny m-fazovy zdroj.

Svorky m-fazového zdroje jsou mezi sebou vhodnym zptisobem propojeny, takze zdroj
je do obvodu zapojen nikoliv vSemi svymi 2m svorkami, ale pouze m nebo m+1/ svorkami.
Tyto m-fazové zdroje jsou zapojeny do m-fazového systému pro prenos elektrické energie.
Podstatnou ¢asti tohoto systému je m-fazové vedeni (m-fdzova sit), tvofené m nebo m+1
vodici, jimiz se prenasi elektricka energie ke spotfebicim. Celek pak nazyvame m-fazovym
obvodem. Jakychkoliv m harmonickych veli€in (napéti nebo proudil) m-fazového obvodu
tvoii m-fazovou soustavu téchto veli¢in, jez je bud’to soumérnd nebo nesoumérna.

Vétve m-tazového obvodu, na nichz jsou napéti (resp. jimiz prochazeji proudy) m-
fazové soustavy, nazyvame fazemi.

4.1.1 Trojfazova soustava

Trojfazova soustava veli¢in (napéti nebo proudl) wuy(?), uw(t), uw(t), jez jsou
reprezentovany svymi fazory Uy, Uy, Uy je soumérnd, maji-li tyto veliiny stejnou efektivni
hodnotu Uy=Uy=Uyw =Ur(Urnazyvame fazovou veli¢inou) a jejich vzajemny fazovy posun je
27 /3. Je tedy:

uy (t) =2U, sin(@ 1 +9),
u, () =2U,, sin(@t —120° + @), (4.1-1)
uy (1) =2U , sin(@ 1 +120° + ).

Nejsou-li splnény obé tyto podminky, jde o nesoumérnou trojfdzovou soustavu. Poradi,
v némz veli¢iny trojfazové soustavy nabyvaji svého maxima, nazyvame sledem fazi. Znacime
jej posloupnosti po sobé nasledujicich indexi.

Na obr.4.1-1 je fazorovy diagram soumérné trojfazové soustavy napéti spolu s jejich
casovym prub&hem, pro né¢jz plati rovnice (4.1-1).

F')f Ul Ul U
U, si . v W
¢ il
120° Re I
U,

Obrazek 4.1.1 Fazorovy diagram a casovy priibéh soumérné
trojfazové soustavy napéti
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Sled fazi této trojfazové soustavy je U, V, W. Na obr.4.1-2 je fazorovy diagram nesoumeérné
trojfazové soustavy napéti (neni u ni splnéna Zadna z obou podminek soumérnosti).

Im

T u,

AN

Re —>  Obrazek 4.1.2 Fazorovy diagram nesoumérné
trojfazové soustavy napéti

Uy
Trojfazovou soustavu, pro niz plati : u, () +u, (t)+u,(t)=0, (4.1-2)
¢ili pro jejiz fazory plati

U,+U, +U, =0, (4.1-3)

nazyvame vyvdZenou. Soustava, pro niz tyto vztahy neplati, je nevyvaZenad.

4.1.2 Matematické vyjadieni veli¢in soumérné trojfazové soustavy

Trojice fazori soumérné trojfazové soustavy se ¢asto vyjadiuje pomoci jediného fazoru Uy :
-2n/3 +4n/3 j4n/3 +j2n/3
Uy=Upe™=Upe"™”,  Uy=Upe?™=Uye™™. (4.1-4)

JelikoZ v teorii trojfazovych obvodi &asto pracujeme s vyrazem e”” 73 zavadime pro n¢j
nazev operdtor natoceni a jednodussi oznaceni

a:ej27r/3 1 \/5

=——4j—. 4.1-5
St (4.1-5)
Pak ziejmé je
B o473 = g2l :_l_jﬁ . (4.1-6)
2 2
Z ptedeslych vyraza vyplyva, Ze plati vztah
a+a+1=0. (4.1-7)

Z obr.4.1-3 je patrné, ze plati:

1 —a3=a,6— =a”=a'=
a=a'=d"= ... =a’=a’=
(4.1-8)
P’ == ... =ql= g'=
S pouzitim operatoru nato¢eni lze vyjadrit vztahy (4.1- 4) ptehlednéji:
Uy
Uy=da’Uy, (4.1-9)

UW=a UU .
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S pouzitim rovnic (4.1-7) a (4.1-9) dostavame (4.1-3), tzn., ze soumérnd trojfazova soustava
Jje vzdy vyvadzena.

S
a
120°
120° Obrazek 4.1.3 Zobrazeni operatoru
1 el aaa
120° Re
aZ

4.1.3 Spojovani trojfazovych zdroju

Ma-li kazdy ze tii jednofazovych zdroji, jez dohromady tvoii trojfazovy zdroj,
samostatné dvouvodiCové vedeni, dostavame nevdazanou soustavu. Ke spojeni zdroje se
spotebici by bylo tifeba Sestivodi¢ového vedeni (obr.4.1-4). Vhodnym spojenim trojice zdroju
ziskdme vdzanou soustavu, jiz spojime se spottebiCi Ctyivodicovym nebo trojvodicovym
vedenim. Pro zhotoveni vedeni vadzané soustavy, v porovnani s rovnocennym vedenim
nevazané soustavy, je tieba méné materidlu. Kromé toho Ize u jedné z vazanych soustav
odebirat dvoji napéti. Proto se v praxi vyhradné pouzivaji vazané trojfazové soustavy. Zdroje
spojujeme dvéma zdkladnimi zpiisoby: nazyvame je spojenim do hvézdy a spojenim do
trojuhelnika (obr.4.1-5.a, b).

U
@lU”" Usy N
nJ o
UWO
@J W (~O) \Y
U\@—_ &~ U,
b)
Obrazek 4.1.4 Nevazany Obrazek 4.1.5 Vazané trojfazové zdroje : a)
trojfazovy zdroj napéti spojeni do hvézdy, b) spojeni do trojihelnika

a) Spojeni do hvézdy

Zdroje jsou jednou svorkou spojeny do uzlu, zvaného nulovy bod (nebo stru¢né nula).
Ke zbyvajici trojici svorek jsou piipojeny fazové vodi¢e a z nulového bodu je obvykle
vyveden nulovy vodi¢. Zdroj tedy napaji ¢tyivodi¢ové vedeni (obr.4.1-6), z néhoz lze ziskat
dvoji napéti: mezi fazovymi vodi¢i a nulovym vodi¢em jsou fazova napéti Uy,

Uy, Uy a mezi dvojicemi fazovych vodicl jsou sdruZend napéti (nékdy se nazyvaji téz
sitova napéti) Upy, Upw, Uwy . Spojeni do hvézdy s vyvedenym nulovym vodiCem ma
pismenové oznaceni YN a s nevyvedenym vodi¢em oznaceni Y.

Z druhého Kirchhoffova zakona plyne, Ze sdruzené napéti Ize vyjadtit pomoci fazovych
napéti vztahy :
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Uyyv=Uy-Uy,
Uyw=Uyv—-Uw,
UWU =Uw—UU.

(4.1-10)

L_ U, [Un

—

Obrazek 4.1.6 Fazova a sdruZena napéti a proudy trojfazového zdroje
spojeného do hvézdy
Sectenim rovnic (4.1-10) dostaneme dulezity vztah

UUV+ Uyw+ UWU=0, (41-11)

podle n¢€hoz sdruzend napéti tvoii vyvazenou trojfazovou soustavu. (Topografickym
diagramem sdruzenych napéti je trojiihelnik, obr.4.1-7.b.

Uy U,
U
'UV va 9
U,
U, Uy
a) b)

Obrazek 4.1.7 Diagramy nesoumérné trojfazové soustavy fazovych a sdruzenych
napéti- a) fazorovy, b) topograficky

Dilezity je ptipad, kdy soustava fazovych napéti je soumérna. Pak téZ soustava sdruZenych
napéti je soumérnd. Moduly fazovych napéti ozna¢ime Uy = Uy = Uy = Uy a moduly

sdruzenych napéti Uyy = Upy =Upy =Us .
Z rovnice (4.1-9) a (4.1-10) pak plynou tyto vztahy mezi fdzorem sdruZeného napéti a

fazorem fazového napéti:
U, =U,-U, =U, -a’U, =U,(1-a)= \/gUUejw )

U,, =U,-U, =a’U, -aU, =U,(a’ —a)=3U, e ", (4.1-12)

U,, =U, -U, =aU, -U, =U,(a—1)=/3U,¢".
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Pro efektivni hodnoty plati

N

U, =+3U,. (4.1-13)

Féazorovy a topograficky diagram jsou na obr.4.1-7. Z nich je téZ zifejma platnost rovnice (4.1-
3). Z topografického diagramu, v némZz fazory sdruZenych napéti tvofi rovnostranny
trojuhelnik, je ziejmé, ze plati %U; = U cos 30° , odkud plyne rovnice (4.1-13). Pfi
nizkonapétovém rozvodu elektrické energie se pouziva napéti U, =220V (v posledni
dobé 230 V), U, = J3U =380V (400 V). Tato napétova soustava se obvykle znaci 380/220

V resp. 400/230 V. Neni-li vyveden nulovy vodi¢, miizeme z této soustavy odebirat pouze
jedno napéti - sdruzené.

Ptipojime-li na trojfdzové vedeni spotiebi¢, prochazeji fazovymi vodi¢i vedeni proudy
I,,1,,1I, anulovym vodi¢em prochdzi proud I, . Aplikaci prvniho Kirchhoffova zakona
na nulovy bod 0 dostavame

I, +1,+1, =1,.

Pro soumérnou trojfdzovou soustavu prouda I, I,, I, , je podle rovnic (4.1-8) I, =0 a
nulovy vodi¢ neni tfeba. V praxi se vyZaduje vzdy, kdyZz z4t€z miiZze byt nesoumérna. V tomto
pripad¢ totiz ani trojfazova soustava proudil neni soumérnd a nulovy vodi¢ se uplatituje
ptiznive€. Ze spojeni na obr.4.1-6 je ziejmé, Ze modul sdruzeného proudu /; (tj. proud v kazdé
fazi vedeni) je roven modulu fazového proudu /;(tj. proudu doddvanému jednotlivymi zdroji).

L=, (4.1-14)

kde If:IU:IV :IW.

b) Spojeni do trojihelnika

Trojice zdroji je spolu spojena tak (obr.4.1-8), Zze tvoii smycku, pficemz jedna svorka
kazdého zdroje je spojena s dalsi svorkou nasledujiciho zdroje (obr.4.1-8).

Toto spojeni 1ze uskutecnit jen pro vyvazeny trojfazovy zdroj (kdyby napéti zdrojl netvoftilo
vyvazenou soustavu, nebyl by soucet napéti zdroji nulovy a smyckou tvotfenou trojici zdroja

VU

Obrazek 4.1.8 Fazova a sdruZena napéti a proudy trojfazového zdroje spojeného
do trojuhelnika
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by prochézel znacny proud omezeny pouze vnitinimi impedancemi zdroji). Napéti zdroju je
tedy téZ sdruZenym napétim:

v,=4,.U,=U,,,U,=U,,. (4.1-15)
moduly fazovych napéti jsou rovny moduliim napéti sdruzenych
Ur=U;. (4.1-16)

Pti zatiZeni trojfazového zdroje dodavaji jeho fazové zdroje fdzové proudy I,,I,,1, a
vodi¢i prochazeji sdruzené proudy:

=1, -L,, L, =1, -1,,, L,,, =1, -1, (4.1-17)

IUV
Sectenim téchto rovnic dostaneme vztah mezi sdruzenymi proudy

I, +1,, +1,,=0 (4.1-18)
Proudy ve vodicich trojfazového vedeni tvoii tedy vyvadzenou trojfazovou soustavu (jejich

topograficky diagram je trojuhelnik).

Je-1i trojfazovy vyvazeny zdroj soumérné zatizen, je soustava fazovych prouda I,,1,,1,,
soumérna a tedy také soustava sdruzenych proudd I,,,1,,,1,, je soumérnd. Mezi
modulem sdruzeného a modulem fazového proudu pak plati vztah

Is=+31,. (4.1-19)
(Odvozeni je obdobné jako pro napéti pii spojeni do hvézdy.)

4.1.4 Sestifazova soustava

Sestifizové, popf. dvanactifizové soustavy se pouZivaji zejména pro napajeni
usmeérnovacli. Velkym poctem fazi dosahujeme toho, Ze napéti ma po usmérnéni jen malé
zvinéni a blizi se tedy konstantnimu stejnosmérnému pribéhu. Prakticky vyznam ma jen
soumérna soustava. Casovy priibéh soumérného Sestifazového napéti je:

u(t)= x/EUf sin(w t + @),
u,(t) = V2U , sin(@t + ¢ — 60°),

uy(t) = 2U , sin(@t + ¢ —300°).
Jeho Gasovy priibéh a fazorovy diagram jsou na obr.4.1-9. Sest napétovych zdrojil, jejichz

napéti tvori Sestifizovou soumérnou soustavu, lze spojit do hvézdy (prostd Sestifazova
hvézda, oznaceni YY), do Sestitthelnika a do dvojitého trojuhelnika (oznaceni DD).
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u U,
UU
0 ty R&>
U, U,

Obrazek 4.1.9 Sestifazova soumérna soustava napéti a jeji fazorovy diagram

4.1.5 Dvojfazové soustavy

Dvojfazové soustavy se pouzivaji ojedinéle napf. v telemechanice a v elektrickych
strojich (pfi rozbéhu jednofazového indukcniho stroje je potifeba pomocné faze, statorové
vinuti je pak dvojfazové).
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4.2 Vykon trojfazové soustavy v harmonickém ustaleném stavu

K trojfazovému soumérnému zdroji je pfipojen trojfazovy spotiebi¢ slozeny ze tii
dvojpoli (¢ili fazi spotiebice) o impedancich Z,, Z,, Z,, . Jestlize plati Z, =72, =Z,, je
spotfebi¢ soumérny, neni-li splnéna tato podminka, je nesoumérny. Trojici fazi spotiebice
spojujeme bud'to do hvézdy nebo do trojihelnika. Jsou-li v obvodu vesmés soumérné
trojfazové zdroje a soumérné trojfazové spotiebiCe, nazyvame jej soumérnym trojfazovym
obvodem, v opaéném piipadé jde o nesoumérny trojfazovy obvod. ReSeni soumémych
trojfazovych obvodu je snadné a v zasadé se nelisi od feSeni obvodu jednofazovych.

4.2.1 Spojeni spotiebice do hvézdy (obr.4.2-1)

a) Nesoumérny trojfazovy obvod

Celkovy vykon odebirany spottebi¢em je roven souctu vykont jeho tii fazi. Komplexni vykon
je
S=UUI*U +UVI*V +UWI*W (4.2-1)
(obr.4.2-2), odkud ¢inny vykon je

P=Re[S]=U,I,cosp, +U,I, cosp, +U, I, cosp, =P, +P, + P, (4.2-2)

[

o

Obrazek 4.2.1 Trojfazovy spotiebi¢  Obrazek 4.2.2 Fazorovy diagram nesoumérné
spojeny do hvézdy trojfazové soustavy
Jalovy vykon je
O=Im[S]=U,I,sine, +U,I,sinp, +U, I, sme, =0, +0, +0, (4.2-3)
a zdanlivy vykon

S=1S|. (4.2-4)
Mezi vykony P, Q a S ziejmé plati tyz vztah jako u jednofazovych obvodu
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S=+P>+0". (4.2-5)

b) Soumérny trojfazovy obvod

Proudy I,,I,, 1, maji stejnou velikost a proti napétim U,, U,, U, maji stejny
fazovy posun ¢. Jelikoz napéti U,, U,, U, tvoifi soumérnou trojfdzovou soustavu, tvori
také proudy soumérnou trojfdzovou soustavu. Oznac¢ime Uy = Uy = Uy = Ura ly = Iy = Iy =
Ira zavedeme sdruzené napéti U = J3U , asdruzeny proud I, =1 ,. Potom dostavame:

P=3U,1, cosgo:\/gUSIS cos @,

(4.2-6)
0=3U,1, sin(p:\/gUSIS sin @, (4.2-7)
S=3U,1,=~3UI. 4.2-8)
4.2.2 Spojeni spotiebice do trojuhelnika (obr.4.2-3)
L,
L,
L,
W
Obrazek 4.2.3 Trojfazovy spotiebic¢ spojeny do trojuhelnika
a) Nesoumérny trojfazovy obvod
Komplexni vykon odebirany spotiebi¢em je
S=S,+S,+S, =U0,I'v+U,,I'y +U, I (4.2-9)
odkud ¢inny, jalovy a zdanlivy vykon
P =Re/[S] =Py + Py +Py,
Q0 =Im/S] = Qv + Oy +0w, (4.2-10)

S=15].
Mezi veli¢inami P, Q a S plati opét vztah (4.2-5)

S=P*+0".
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b) Soumérny trojfazovy obvod

Jelikoz napéti U, , Uy, Uy, tvoli trojfdzovou soumérnou soustavu, tvoii také proudy
I,,1,,1, soumérnou soustavu, ktera je proti soustavé napéti posunuta o tthel ¢. Oznacime-li
Uy =Uy=Uyp=Uraly=1y=1Iy= 1, a zavedeme-li sdruzené napéti Us=U; a sdruZeny
proud [ = V31 » dostaneme pro P, O, S opét vztahy (4.2-6) aZ (4.2-8).

4.2.3 Okamzity vykon trojfazového spotiebice

Okamzity vykon p(#) odebirany spotifebiCem (v jakémkoliv spojeni) je roven souctu
okamzitych vykont jeho tii fazi:

p(&)=p,(O)+ p,(O)+ p, (D),

¢ili p=uyily, +uyi, +uyi, , (4.2-11)

kde wuy, ix jsou okamzité hodnoty napéti a proudu k-té faze spotiebice, k=U, V, W. Dosadime-li
za tyto hodnoty pfislusné harmonické funkce, mizeme Casovy priibéh okamzitého vykonu
nesoumerné trojfazové soustavy vyjadrit ve tvaru

20
p(t) =Re[S+D,e”**'1=P+D, cosQut—®), (4.2-12)

kde S je komplexni vykon, P je ¢inny vykona D, =D peﬂ’ je tzv. komplexni pulsacni vykon,

Q 0 —t

Obriazek 4.2.4 Casovy pribéh okamZitého vykonu p(?) trojfazové soustavy a
vyjadieni tohoto prubéhu v Gaussové roviné

D, je amplituda pulsacniho vykonu. Pulsa¢ni vykon nema vliv na hodnotu c¢inného
trojfazového vykonu P (nebot stiedni hodnota pulsa¢niho vykonu je nulova). Na obr.4.2-4 je
prubéh p = p(?) spolu s jeho grafickym vyjadienim v komplexni roving, kde fazor D, se otaci
kolem koncového bodu fazoru S konstantni tthlovou rychlosti 2.

U soumérnych trojfazovych obvodu je okamzity vykon odebirany spotiebi¢em konstantni, je
roven ¢innému vykonu

pt) =P =3UL
Je-li spotfebicem trojfdzovy indukéni motor, bude ze soumérné trojfazové soustavy odebirat
konstantni vykon p(?#) = P = konst a bude dodavat konstantni to¢ivy moment. Je-li trojfdzovy
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obvod nesoumérny, ma pienaseny vykon kmitavou slozku. Pii vyrobé€, prenosu, preméné
(transformaci) i spotiebé elektrické energie v nesoumérném trojfazovém obvodu se tak
setkavame s nezddoucimi jevy (napf. se zvétSenim ztrat), jejichz teoretické feSeni byva
narocné.

Cinny vykon se pfenasi trojfizovym vedenim s miniméalnimi ztratami (Jouleovymi), je-li
soustava napetove i proudoveé soumérna a je-li ucinik cosep = 1.

Piiklad 4.2-1:

Cinny vykon P pii G¢iniku cose a pii napéti (na svorkach spotiebite) U se prenasi
jednak jednofazovou soustavou, jednak soumérnou trojfazovou soustavou (obr.4.2-5).

a) Porovnejte ztraty pfi pienosu, maji-li jednotlivé vodice mezi zdrojem a spotiebi¢em
stejny odpor (R; = R3).

b) Urcete, u které z obou soustav je mensi spotieba materialu na vedeni, pozadujeme-li,
aby ztraty pfi prenosu elektrické energie byly u obou soustav stejné.

Jednofazovy U$ Spotrebic
zdroj — P,cos ¢

R, I

3

s U Soumérny

Soumérny R, T I trojfazovy

trOJfazc_ovy —1 spotiebic
zdroj R, UJ, UI P,cos ¢

Obrazek 4.2.5 K ekonomice pienosu elektrické energie jednofazovou a trojfazovou

soustavou
P 2R P’
Jednofazova soustava: I, = ———, ztraty ve vedeni: AP = 2RI = -
Ucosg U’ cos™ ¢
P 3R, P’
Trojfazova soustava: I, = , ztraty ve vedeni: AP, =3R,/ 32 =—3 3 —.
V3U Cos @ 3U" cos” ¢

a) Porovnanim vysledk (pro R; =R;3): AP; = 2AP; je vidét, Ze ztraty pri trojfazovém
prenosu jsou polovi¢ni nez ztraty pti jednofdzovém pienosu.

b) Pozadujeme-li, aby ztraty byly stejné (AP; = AP3), je R; =2R;; odpor kazdého ze tfi vodicu
trojfazové soustavy je dvojnasobny nez odpor kazdého ze dvou vodict jednofdzové soustavy.
Jelikoz odpor vodice je nepiimo imérny prufezu vodicd, je V3 =V;/2 (V3 je objem jednoho
vodice trojfazové soustavy a V; je objem jednoho vodice jednofazové soustavy). Protoze
trojfazova soustava je trojvodi¢ova, kdezto jednofazova je dvouvodicova, je pomér objemu
vodicl obou vedeni — a tedy pomér hmotnosti materidlti vodi¢ti G3/G; = 3/4. U trojfazové
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soumérné soustavy je tedy tfeba pro zhotoveni vedeni pouze 75 % materialu potiebné¢ho
pro jednofazovou soustavu (pii stejnych ztratach).

K obdobné uspofe hmotnosti, ceny a rozmért dochdzi u trojfazovych alternatorti a motort,
pricemz jejich provozni vlastnosti jsou vyhodnéjsi nez u stroji jednofazovych.

Priiklad 4.2-2:

Na trojfazové vedeni napajené soumérnym napétovym zdrojem o sdruzeném napéti Uy
je pripojen soumérny trojfazovy spotiebic, jenz ma v kazdé fazi odpor R. Spojeni spotiebice
lze pfepinat z hvézdy do do trojuhelnika a naopak (obr.4.2-6.a).

UfA ;Ut‘A
Is)\ ;IsA R IrA ;IrA

—

Obrazek 4.2.6 K prikladu 4.2-2 : a) prepinatelné spojeni spotiebice
hvézda — trojihelnik, b) spojeni do hvézdy, c) spojeni do trojuhelnika

Jak se zméni hodnota sdruzeného proudu ve vedeni, proudu ve fazich spotiebice a ¢inného
vykonu spotiebice pii pfepojeni ze spojeni do hvézdy na spojeni do trojuhelnika?

Spojeni do hvézdy:

Napéti a proudy ve fazich spottebice jsou (obr.4.2-6.b):

U U
Y
Uy=U /3, I,=1,, kde [,=-"2"

R 3R’

Cinny vykon spotiebice je
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Spojeni do trojuhelnika:

Proudy ve féazich spotiebice jsou Ipp = Ug/R, sdruzené proudy ve vedeni jsou [, = NEY P
(obr.4.2-6.¢). Cinny vykon spotiebice je

U’
P, =3 2
Pomeér sdruzenych proudu, fazovych proudu a ¢innych vykoni je
1 1 P
D — 3, P _ ﬁ , D _3.
I, 1, P,

Po prepojeni 7 hvézdy do trojuhelnika se tedy sdruZené proudy ve vedeni a ¢inné vykony
Zveétsi thikrdt a proudy ve fizich spotiebice 3 -krat.

Jeden ze zpiisobi spousténi trojfazového indukéniho motoru spociva v prepnuti vinuti
motoru spojeného do hvézdy na spojeni do trojuhelnika. Aby se omezil velky zabérny proud,
pripojuje se motor na sit’ s vinutim spojenym do hvézdy a po rozbéhu se jeho vinuti spoji do
trojuhelnika. Zabérny proud v siti (ale také zabérny moment motoru) je ve spojeni do hvézdy
pouze 1/3 hodnoty ve spojeni do trojuhelnika.

Poznamka:

Doposud jsme se zabyvali vykony v trojfazovych obvodech, jez jsou v harmonickém
ustaleném stavu. V obvodech se Zelezem, diodami a zejména s tyristory, jsou napéti a proudy
sice periodické, ale neharmonické. Je-li odbér elektrické energie z trojfazové sit€ nesoumérny,
pak kromé pulsacniho vykonu, pfip. skrytych vykont, nutno jesté pocitat s tzv. deformacnim
vykonem.
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4.3 Analyza jednodusSich trojfazovych obvodi

Analyzu trojfazovych obvodi Ize provadét kteroukoliv z obecnych metod analyzy. Dale
uvedeme feSeni n€kolika typickych trojfazovych obvodu.

Priklad 4.3.1:

Proved’te analyzu obvodu tvofeného trojfazovym nesoumérnym zdrojem napéti
Uy, Uy, Uy spojenym do hvézdy, tyfvodiCovym vedenim a trojfadzovym nesoumérnym

I,

-

z,

o o
%
U,

I,

—_D

—

I

W

Obrizek 4.3.1 Nesoumérny zdroj - vedeni - nesoumérny spotiebic¢

spottebicem Z, #Z, #Z, spojenym téZ do hvézdy (obr.4.3-1). Komplexni impedance
fazovych vodict vedeni jsou zahrnuty do komplexnich impedanci fazi spotiebice.
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Resime metodou uzlovych napéti. Uzel 0; zvolime za referenéni, pak uzel 0, je nezavisly a
Uy je uzlové napéti. Po prepoctu napétovych zdroji na proudové snadno aplikaci prvniho
Kirchhoffova zakona na uzel 0, dostaneme:

Pro zjednoduseni zavedeme admitance a vypocitame:

— UOUYU + UOVYV + UOWYW

Ux (4.3-1)
Y, +Yy +Yy Yy
Z druhého Kirchhoffova zédkona plynou rovnice
Uy =Upu -Un, Uy =Upy -Un, Uw =Upw -Un , (4.3-2)
z prvniho Kirchhoffova zdkona potom dostdvame
IU+IV+IW'IN=0 (43-3)
a ze zobecnéného Ohmova zakona vyplyva
UU:ZUIU, UV:ZVIV, UW:ZWlw, UN:ZNIN. (43-4)

Z rovnic (4.3-4) pomoci vypoctenych napéti Uy, Uy a Uy ziskanych z rovnic
(4.3-2) vypocitame proudy Iy, I, a Iy

Iy =(Upy— Un) Yy, Iy=(Upy—Uxn) Yy, Iyw=(Upw—Un) Yy, In=UnVYy.

Topograficky diagram napéti je na obr.4.3-2. Je ziejmé, Ze 1 pfi soumérném zdroji
U, ,U,,U,, bude na svorkich nesoumérného
spottebice nesoumérna soustava napéti

U,,U,,U,. To je ovSem pro spravnou cinnost
spottebice nezddouci, nebot’ jeho faze dostavaji bud'to
vysSi nebo niz$i napéti, nez na které byl navrzen.
Napéti spotiebice by bylo soumérné, kdyby Uy = 0. Z
rovnice (4.3-1) plyne, Ze toho lze (teoreticky)
— dosédhnout dokonalym stfednim (nulovacim) vodi¢em

~

Uy (YN — o). Naproti tomu pfi nevyvedeni nebo

Obrazek 4.3.2 Topograficky diagram

obvodu
preruSeni stfedniho vodi¢e (¥y — 0) je nesoumérnost napéti spotiebiCe relativné nejvetsi.
Proto se pfi nesoumérném zatizeni vzdy vyzaduje stfedni vodi¢ a dimenzuje se podle
ekonomickych hledisek.
Poznamka:
Dillezity je ptipad, kdy obvod je soumérny, zdroj je soumémy : Upy, Uy =a’ Upy,
Upw = a Uyy, a také spotiebi€ je soumérny: Zy = Zy = Zy. Podle rovnice (4.3-1) je Uy =0 a
tedy 1 Iy = 0. Soumérny obvod tedy nevyzaduje stfedni vodi€, nebot’ jim neprochazi proud.
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Napéti na fazich spotiebice jsou Uy = Uyy, Uy = Uyy, Uw = Upw , tvoii tedy soumérnou
soustavu. Rovnéz proudy ve fazich spotiebice

IU = UU /ZU, IV = UV /Zv, Iw = Uw /ZW (43-5)

tvofi soumérnou soustavu. Z uvedeného je ziejmé, ze feSeni soumérného obvodu je snadné a
v zasadé se nelisi od feSeni obvodu jednofdzového.

Nejsou-li  komplexni impedance vedeni =zanedbatelné, piipoCitiame komplexni
impedance vedeni ke komplexnim impedancim fazi (spotiebi¢ zapojeny do hvézdy je tieba
transfigurovat na spotfebi¢ spojeny do trojuhelnika). Je-li obvod vyvéazeny, tvoii napéti a
proudy spotiebi¢e soumérné trojfazové soustavy a feseni je opét velmi snadné.

Priklad 4.3-2:

V trojfazovém obvodu z obr.4.3-3 stanovte napéti na fazich spottebice a sestrojte
fazorovy diagram, jestlize
a) Zy = 0 (na fazi U spottebice vznikl zkrat),
b) privod faze U ke spotiebici je prerusen.

Obrazek 4.3.3 K prikladu 4.3-2 na analyzu trojfazového obvodu

Reseni: Ada) Z rovnice (4.3-1) pro Yy — o plyne Uy =Ugy. Pak (viz obr.4.3-4a) plati :
Uy =Upy — Un=0,
Uy =Ugy — Uy = 2’Ugu — Ugy =+/3 Uy &'
Uw =Upw — Ux = aUgu — Ugy =+/3 Upu ™.

Na fazi U spotiebice je napéti nulové, kdezto na fazich V.a W vznikne piepéti.
Adb) Pouzitim vztahit Ugy + Ugy + Ugw =0, Yu =0, Yv = Yw dostavame z rovnice (4.3-1)

napeti
Un = 0,5(Upy + Ugw) =-0,5Uqy (viz obr.4.3-4b),

tedy
UUZO,
1 3
U,=U, -U, :azUOU +EUOU :_JTUOU’
1 3
U, =U,, -U, =aU, +5U0U :+J7Uou-




Elektrotechnika 11

Na fazi U spotiebice je napéti nulové a na fazich V a W napéti poklesne.

4.4 Metoda soumérnych slozek

Na n¢kolika jednodussich trojfazovych obvodech jsme ukazali, ze se jejich analyza
vyrazné zjednodusi, jsou-li soumérné. I kdyz nesoumérné trojfdzové obvody jsou z hlediska
kvality a hospodérnosti pienosu elektrické energie nevyhodné, nemizeme je zcela vyloudit pfi
normalni Cinnosti a zejména pii havarijnich stavech, jez zpravidla pfedstavuji znacné
nesoumérnosti. Tyto obvody lze feSit metodou soumérnych slozek, jejiz podstatou je
transformace nesoumérné trojfazové soustavy (napéti a proudl) na tfi trojfazové soustavy
slozkové. Pomoci téchto slozkovych soustav provedeme analyzu obvodu a z nalezenych
vysledkl pfejdeme zpét k nesoumérnym soustavam vyjadiujicim hledané feSeni.
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4.4.1 Nesoumérna trojfazova soustava a jeji soumérné slozky

Zakladem metody soumérnych slozek je tento poznatek: Kazdou  trojfazovou
Zakladem metody soumérnych slozek je tento poznatek: Kazdou trojfazovou nesoumérnou
soustavu reprezentovanou fazory Uy, Uy, Uy lze jednoznaéné rozlozit na tii trojfazové
soustavy:

- na soustavu souslednou (synchronni) :
Uw=U,, Uy=a’ U, Uy=aU,, (4.4-1)
- na soustavu zpétnou (inverzni)

Uy =Us, Up=a Uy, Upw=a’ Uy, (4.4-2)
- na soustavu nulovou (netocivou)

U0U = UOV= UOW= Uo . (44—3)

Tuto trojici trojfazovych soustav nazyvame soustavou soumérnych slozek.

Plati téz opacné tvrzeni: M¢&me soustavu soumérnych slozek. Soucltem fazora
odpovidajicich si fazi je jednoznacné definovana trojfizova soustava, jeZ je v obecném
piipad€ nesoumérna. Ob¢ tvrzeni jsou znazornéna na obr.4.4-1.

Jejich ditkkaz vyplyne z matematické formulace obou vét. Podle druhého z obou tvrzent je:

UU= UaU+ UbU+ U0U:
Uy=Uy + Upy+ Uy, (4.4-4)
Up=Usw+ Upw+ Upw.

Pomoci rovnic (4.4-1) az (4.4-3) Ize tuto soustavu zapsat ve tvaru
Up=U,+Uy+ Uy,
Uy=d’U,+a U, + U, (4.4-5)
Up=aU,+d’Uy+ U,

anebo prehlednéji maticove

U=SUs, (4.4-6)
kde
U, U, I 1 1
g: UV , HS = Ub S §= a2 a 1
U, U, a a’ 1

Sloupcova matice U je matici fazori nesymetrické trojfazové soustavy a sloupcova matice
U, je matici fazord soumérnych slozek; matice S je regularni a nazyvame ji matici
soumérnych sloZek.

Resenim soustavy rovnic (4.4-5) dostavame
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1
U, ZE(UU +U,+U,),
1
U, = E(UU +a’U, +aU,), (4.4-7)

1
U, = g(UU +aU, +a’U,).

Im VU
/I\ Im
']\ Im Im
VaU ¢ VbU /|\ VOU:VOV:VOW:VO
0 Vv — Re—s 0/ Re->
—> 0 V<" 0 7 R =
x/ Re V., \%¢ bV v, e
Vy
Nesoumeérna Sousledné Nesousledné Nulove
soustava slozky slozky slozky

Obrazek 4.4.1 Trojfazova nesoumérna soustava a jeji soumérné slozky

coz lze ptehlednéji zapsat maticove:

U,=8"U, (4.4-8)
kde
| 1 a a?
s =3 1 a*> a]. (4.4-9)
11 1

Podle rovnice (4.4-7) lze tedy rozlozit nesoumérnou trojfazovou soustavu na soustavu
soumérnych slozek. Naproti tomu pomoci rovnic (4.4-5) Ize ze soustavy soumérnych slozek
vyjadfit nesoumérnou trojfazovou soustavu. Trojfdzova nesoumérnd soustava 1 kazda z jejich
tfi soumérnych slozek je v Gaussove roviné zobrazena fazory, jimz ptislusi vektory, které se
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vesmes otaceji v matematicky kladném smyslu thlovou rychlosti @ kolem pocatku.
Sousledna slozka ma tyZ sled fazi jako dand nesoumérna soustava a zpétna slozka méa opacny
sled fazi. Nulova slozka je tvofena tfemi stejnymi fazory. Soumérné slozky napéti a proudu
1ze fyzikalné interpretovat a jsou pifimo méfitelné.

Rovnici (4.4-6) Ize povazovat za linearni transformaci sloupcové matice soumérnych
slozek U, transformacni matici S na matici nesoumérné trojfdzové soustavy U. Rovnice

(4.4-8) vyjadiuje transformaci inverzni.

Trojfazova soustava, jejiz nulova slozka je rovna nule, Uy =0, je ziejm¢é vyvazena; pii
Uy #0 jde o soustavu nevyvazenou.

Pro posouzeni kvality pfenosu elektrické energie slouzi Cinitel nesoumérnosti, jenz je
definovan jako pomér zpétné slozky k sousledné slozce

U
=—t resp. p=100— [% 4.4-10
P=7 p. P U [%0] ( )

a a

a Cinitel nevyvazenosti, definovany jako pomér nulové slozky k sousledné slozce

U, U
=——  resp. =100—" [%]. 4.4-11
=y p 1 U, [Ve] ( )
U vyvazené soustavy je zfejmé n=0. Pfi normalnim chodu rozvodné soustavy
pozadujeme, aby hodnota téchto Ciniteld nepiekrocila jednotky procent.

Zavérem uved'me, Ze transformaci trojfazové nesoumérné soustavy lze zobecnit na m-
fazovou nesoumérnou soustavu. Soustava soumérnych slozek se pak sklada z m m-fazovych
veli¢in. Nazyvame je soustavou prvni (souslednou), soustavou druhou atd. az soustavou m-
tou (nulovou). Pfitom k-td slozkova soustava (k = 1,..., m) se sklddd z m harmonickych
prubéht o stejnych amplitudach, pficemz fazovy posun mezi kazdou dvojici po sobé
nasledujicich veli€in je

azz—”k, k=1,...m. (4.4-12)

m

4.4.2 Vykon nesoumérné trojfazové soustavy vyjadireny soumérnymi slozkami

Pfi feSeni trojfazového obvodu metodou soumérnych slozek je mnohdy vyhodné urcit
vykony pfimo ze soumérnych slozek napéti a proudii. Uvazujeme nesoumérny spotiebic
pfipojeny na trojfdzovou nesoumérnou sit. Napéti sit¢ U, ,U,,Uy a proudy odebirané
spotfebicem I,,I,,I, tvoii tedy nesoumérné trojfdzové soustavy, jejichz soumérné slozky
jSOU. Ua’Ub’UOaIa’Ib ’IO-

Plati véta:
Komplexni vykon odebirany spotiebicem je
S=3U,I +U,I, +U]I,). (4.4-13)

Cinny, jalovy a zdanlivy vykon odebirany spotiebi¢em je pak
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P=Re[S], O=Im[S], S=|S] . (4.4-14)

4.4.3 Analyza trojfazovych obvodii metodou soumérnych sloZzek

Metody soumérnych slozek se pouziva zejména pii feSeni havarijnich stavi v
energetickych systémech (zkraty, pferuSeni vodict). S jejimi aplikacemi se tedy v Sirokém
meéfitku setkdvame v elektroenergetice, a proto zde upustime od systematického vykladu a
omezime se na jednodussi ukazky.

Priklad 4.4-1

Nesoumérny trojfdzovy zdroj napéti zapojeny do hvézdy napdji ctyfvodiCovym vedenim
soumérny spotiebi¢ zapojeny téz do hvézdy (obr.4.4-2.a). Uréete proudy ve vedeni.

Reseni:

1. Fazova napéti zdroje Ugyy,Ugyy,Ugy rozlozime na soumérné slozky. Jejich plsobeni Ize
interpretovat zptisobem patrnym z obr.4.4-2b.

(o) —> —Z
\_/+ I, '—'Z
(~o)Uuy — 2
- + —
\_/ I, 7
a) @EOW —  —
z, M
—J
I
(O ()Y (D)l . oz
- +2U-\/+ - + e —
oL LI 2 2
- T '\_/;‘QU'U+ Al
0 L QORI Az
T AT T » L
ZN <l
—J

Obrazek 4.4.2 Nesoumérny trojfazovy zdroj - vedeni - soumérny spotiebic¢

2. Pouzijeme principu superpozice:

- Necht’ plisobi pouze zdroje sousledné slozkyU,, ,a’U,,,aU,,.Obvod se pak sklada ze

soumérného zdroje a soumérného spotiebice. Jeho feSeni je snadné, proudy ve vedeni tvoii
souslednou soustavu proudu:
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a = Z a?’ a *
- Necht plisobi pouze zdroje zpétné slozky U,,,aU,,,a’U,,.Opét jde o feseni trojfazového
obvodu se soumérnym zdrojem i spotfebi¢em. Proudy ve vedeni tvoii zp&tnou slozku

U
I, :%, a’l,,al,.
- Necht' plisobi pouze zdroje nulové slozky Up. V obvodu pusobi tfi stejné harmonické
zdroje. Fazovymi vodici vedeni prochazeji tfi stejné proudy I tvofici nulovou sloZku proudi.
Nulovym vodic¢em tedy prochazi proud 31y. Podle druhého Kirchhoffova zdkona plati vztah
Up=1yZ+31yZy,
odkud je

I,="% kde Zy,=Z+3Zy.

Vysetfeni slozkovych soustav proudt je tedy snadné a formaln¢ se nelisi od jednofazovych
obvodd.

3. Zname-li soumérné slozky proudii ve fazovych vodicich vedeni, 1ze z rovnice (4.4-5) urcit
hledané proudy v téchto vodicich:

Iy=1,+1, +Io’

Iy=d’l,+al,+1,,

Iy=al,+d’ I +1,.
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5 Prechodné déje v linearnich obvodech
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5.1 Uvod

Az dosud jsme analyzovali déje v linedrnich rezistorovych obvodech a ustalené
periodické déje v obvodech, obsahujicich vedle rezistort také civky a kondenzatory.

Rezistorové obvody jsou nesetrvacné. Znamena to, ze vSechna napéti a proudy, které v
téchto obvodech pozorujeme, sleduji okamzité bez jakéhokoliv zpozdéni variace signali,
jimiz je obvod buzen. Je-li budici signal napft. sinusovy, jsou vSechna napéti a proudy v
obvodu rovnéz sinusové a maji stejny kmitocet i stejnou fazi (pfipadné fazi 180°) jako budici
signal. Poméry v obvodu jsou pfitom zcela stejné, jestlize pracujeme na nizkych, napft.
zvukovych kmitoétech nebo na kmitoctech fadu stovek megahertzli v oblasti velmi kratkych
rddiovych vin. Z matematického hlediska jsou rezistorové obvody popsany soustavou
linearnich algebraickych rovnic s konstantnimi koeficienty.

Obvody obsahujici také civky a kondenzatory, ptipadné civky se vzajemnou vazbou
(tzv. akumula¢ni obvodové prvky), jsou setrvacné. Zmény budicich signali se v raznych
mistech obvodu projevi s uréitym ¢asovym zpozdénim a ¢asovy prubéh jednotlivych napéti a
proudi v obvodu se v obecném piipadé vzdjemné li§i. Setrvacné obvody jsou popsany
soustavou obyéejnych linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Reseni
pomeéri v obvodu zavisi na budicich signalech podobné jako u obvodi rezistorovych. Navic
vSak zavisi také na energii, ktera byla na pocatku sledovaného dé¢je akumulovdna v
elektrickém poli kondenzatorti a magnetickém poli civek.

Reseni se obecné sklada ze dvou slozek. Prvni z nich, tzv. prechodnd slozka, po kratsi nebo
del§i dob¢ prakticky zanikne a da se zanedbat. Odezva obvodu je pak déna druhou, tzv.
ustalenou neboli stacionarni slozkou, jejiz charakter zavisi pfedevsim na charakteru budiciho
signalu. Je-li budici signal konstantni (stejnosmérné napéti nebo proud), jsou ustalena napéti a
ustalené proudy v obvodu rovnéz stejnosmérné. V piipadé€, ze budici signal je periodicky, je
ustalené feseni také periodické (i kdyZz se tvarové od budiciho signdlu v obecném piipad¢ 1isi)
a ma stejnou periodu jako budici signal. Pouze v ptipadé, Ze je budici signal harmonicky
(sinusovy), je ustalené teSeni ve vSech uzlech a vétvich obvodu také harmonické a je
charakterizovano urcitou amplitudou a fazovym posuvem. Hovoifime pak o ustaleném
harmonickém stavu. K feSeni obvodu pouzivame symbolicky zapis pomoci komplexnich
fazort pro proudy a napéti a komplexnich impedanci resp. admitanci pro popis vétvi obvodu.
Obvod je pak popsan soustavou linedrnich rovnic s komplexnimi a ¢asové neproménnymi
koeficienty.

V této kapitole se vénujeme metoddm analyzy setrvacnych linedrnich obvodi s ohledem
na prechodné déje. Budeme sledovat prechodné déje vyvolané v zdsad¢ dvéma pfi¢inami:

1) budicim signalem obecného pribéhu,
2) nahlou zménou v obvodu, vyvolanou napf. pfipojenim, odpojenim nebo zkratovanim vétve.
Nejprve se zminime o zpusobech formulace vychozich diferencidlnich rovnic. Poté
ukazeme, jak se tyto rovnice fesi tzv. klasickou metodou a na fadé typickych piikladi budeme
pouziti této metody ilustrovat. Déle zavedeme operatorovou metodu feseni diferencidlnich
situace, pro které by klasickd metoda byla pfili§ téZkopaddna. Zminime se také o numerickych
postupech, vhodnych pro rutinni vypolty na pocitai. Na zavér pak budeme definovat
pfechodnou a impulsovou charakteristiku linearniho obvodu (dvojbranu) a ukazeme, jak tyto
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charakteristiky souviseji s kmitoCtovymi charakteristikami a jaky maji vyznam pro vypocet
odezvy obvodu na vstupni signdl obecného pribéhu.

5.2 Formulace diferencialnich rovnic obvodu

Diferencidlni rovnice obvodu v zésad¢ vychdzeji z obou Kirchhoffovych zakont a k
jejich zapisu lze pouzit vSech metod, které jsme pro feSeni obvodii dosud poznali. Nejcastéji
se ovSem pouzivd metody smyckovych proudi nebo metody uzlovych napéti, ptipadné
modifikované metody uzlovych napéti. Pfi zapisu rovnic konkrétnich vétvi se pak vychazi ze
zékladnich vztahii mezi okamzitymi hodnotami napéti a proudii u jednotlivych obvodovych

prvkda.
ol ) 0$ mwﬁym

xl i
Ruchw>Ilw>w@ g@o

a) b) c) d)

Obrazek 5.2.1 Zakladni pasivni prvKky linearnich obvodii

Uvedeme nyni tyto zakladni vztahy:

Okamzitd hodnota napéti na rezistoru (obr.5.2-1a) je pfimo imérnd hodnoté proudu tekouciho
rezistorem v tomtéz okamziku

Konstanta imérnosti je odpor R a méti se v ohmech. Obracené

i(f) = %u(t) = Gu(1), (5.2-2)

kde G=1/R je vodivost v siemensech.

Vztahy (5.2-1) a (5.2-2) ukazuji, ze grafy casového prubéhu napéti u(?) i proudu i(z)
vypadaji stejné, lisi se jen méfitkem na svislé ose. Rezistor spotiebovava elektrickou energii
(méni ji na energii jiného druhu). Okamzity vykon ztraceny v rezistoru je vzdy kladny a je
roven

p(t) =u(t)i(t) = Ri*(t) = Gu’(1) . (5.2-3)
Okamzitd hodnota proudu kondenzatorem (obr.5.2-1b) je rovna derivaci naboje ¢(?) podle
Casu. Protoze napéti na kondenzatoru je umerné naboji a plati

q(®)
ut)=——-, 5.2-4
(0 C (5.2-4)
kde C je kapacita kondenzatoru ve faradech, je
i(0) = dq(t) _ - du(®)
dt dt

(5.2-5)

Vyjéadiime-li napéti
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u(t) = % j itdt (5.2-6)

misto neurcitého integralu (ktery ma vyznam naboje na kondenzatoru) piSeme v této rovnici
obvykle integral urcity s asem ¢ jako horni mezi a mame pak

u(t) = u(0,) +%Ii(z)dt . (5.2-7)

Pfisné vzato bychom v tomto integralu méli znacit integratni proménnou jinak, napf. T.
Protoze vSak hodnota urcitého integralu nezavisi na zpiisobu oznaceni integra¢ni proménné a
je zavisla na integracnich mezich, piSeme i zde ¢ a nevede to k Zadnym potizim.

Kondenzator akumuluje energii v elektrickém poli. Okamzitd hodnota akumulované
energie je

w(t) = % qg(u(t) = % Cu’(t) . (5.2-8)

Symbolem u(0,) znacime v rovnici (5.2-7) tzv. pocdtecni napéti na kondenzatoru piti =0,
ptisné vzato jde o limitu zprava
u(0,)=limu(z) . (5.2-9)

t—0,

Toto napéti urcuje energii, kterd je v kondenzatoru akumulovana v Case =0, tj. v ¢ase, kdy
zaciname sledovat poméry v obvodu. Protoze se energie nemiize ménit skokem, musi byt i
prib¢h napéti v Case spojity a u (0, )=u,(0_).

Ze vztaht (5.2-5) a (5.2-6) vyplyva, ze napéti a proud kondenzitoru maji v obecném
pripadé rizny pribéh. Tvaroveé se podobaji pouze ve zvlastnim piipadé exponencidlni nebo
harmonické funkce ¢asu.

Napéti na civce (obr.5.2-1.¢) je rovno Casové derivaci sptazeného toku w(¢), ktery je umérny
okamzité hodnoté proudu civkou

dy(t) _ , di(t)
Z’ = :L . 5.2'10
"=y dr (52-10)
Proud civkou je potom
: 1 . 1
i(0) = [u(ydt =i(0,)+ ! u(t)dt . (5.2-11)

Energie akumulovana v civce je

1 PN g i
w(t) = Et//(t).l(t) = 2Ll () . (5.2-12)

Pocate¢ni proud i(0, ) urCuje opét po€atecni energii, se kterou civka vstupuje do prechodného
déje v obvodu.

Dvojice vazanych civek (obr.5.2-1d) je popséna vztahy
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dy,, (1) + dy,, (1) _ di (?) M di, (t)

u,(t) =
0= i a dt
(5.2-13)
uz(l‘) — dl//21(t) + dl//22(t) — M dll(t) +L2 dlZ(t)
dt dt dt dt
a opacné
t t
i (0 =1,0.) +k, [u, ()t +k,, [u, ()t
0 0
(5.2-14)
t t
i, (1) =i,(0,)+ky, [u, (Ot +, [u, (t)at
0 0
V téchto rovnicich znaci
v,  celkovy spfazeny tok civky L,,
v, celkovy spfazeny tok civky L,,
v, =V, spole¢ny sprazeny tok civek L a L,
a dale
L - L
k1=—22, " :—Mz, k2=—12 . (5.2-15)
LL,-M LL,-M LL,-M

vvvvvv

soustava integrodiferencidlnich rovnic. ProtoZe integralni rovnice lze snadno derivovanim

prevést na rovnice diferencialni, obvod jako celek je popsdn soustavou n linearnich

diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty, resp. jedinou diferencialni rovnici n-tého
fadu. Obecny tvar této rovnice je

d"x d"'x

g T g

+..+a, %+a0x =y(t) , (5.2-16)

kde
x(t) je uvazovana obvodova veli¢ina (napéti, proud, naboj, tok),
a,a,_.a;,a, jsoukonstanty zavisl¢ na parametrech obvodu,

n je tad rovnice, dany poc¢tem akumula¢nich prvkil (nemiize byt vyssi nez
celkovy pocet téchto prvkil v obvodu),

() je prava strana rovnice, kterd je linedrni kombinaci napéti a prouda
nezavislych zdroj ptisobicich v obvodu a jejich ¢asovych derivaci.
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5.3 ReSeni diferencialni rovnice obvodu v ¢asové oblasti

5.3.1 Zakladni avahy

V této ¢asti kapitoly se budeme zabyvat tzv. klasickym postupem pfi feSeni rovnice (5.2-
16) neboli fesenim této rovnice v asové oblasti. Jak uvidime, po celou dobu feseni budeme
pracovat s realnymi funkcemi casu, které jsou linedrné zavislé na hledanych napétich a
proudech v obvodu.

ReSeni rovnice (5.2-16) se skladd z obecného reSeni homogenni rovnice x,(t) a z

partikularniho reseni (partikularniho integralu) x  (¢):

x(#) = x, (1) +x,(2) . (5.3-1)
Homogenni rovnice
n n—1
a, d x+a,h1 d—f+...+a1 §+a0x=0 (5.3-2)
dt” dt" dt

se i1 od pivodni rovnice (5.2-16) tim, Ze méa nulovou pravou stranu. Jeji obecné feseni zavisi
pouze na vlastnostech samotného obvodu bez nezavislych zdroja. Je vSak zasadnim zplisobem
ovlivnéno pocatecnim energetickym stavem obvodu, tj. velikostmi energii akumulovanych v
kondenzatorech a civkach na pocatku feseni, tj. pii t=0.

Charakter feSeni rovnice je dan druhem kofent A4,,4,....,4, tzv. charakteristické rovnice, coz
je polynomalni rovnice tvaru

a A +a, A +.+al+a,=0. (5.3-3)

Ze zakladni véty algebry plyne, Ze polynom n-t¢ho stupné mé pravé n kotent, které
mohou byt redlné nebo vystupuji v komplexné sdruzenych parech. Pokud jsou kofeny
jednoduché, tj. vzajemné odlisSné (pii feSeni obvodl je to nejCastéjSi ptipad), je feSeni
homogenni diferencialni rovnice (5.3-2) déno linedrni kombinaci exponencialnich funkei typu
exp(4,1), t).
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X ()= K", (5.3-4)
k=1

kde K, ,K,,.K, jsou integrani konstanty, jejichz konkrétni hodnoty vypocitime z
pocatecnich podminek v soustavé. Méa-li nektery z kofenli ndsobnost m, piSeme prislusnou
cast feSeni ve tvaru
ey Kt (5.3-5)
k=1

Komplexni kofeny se vyskytuji vzdy ve dvojicich jako komplexné sdruzené, napt.
AnL=atjo .

Takové dvojici pak prislusi ¢ast feSeni, kterou mizeme psat v nékterém z nasledujicich tvara

Ke" +K,e™ =e”(Asinwi+ Beoswt)=e” Dsin(w1 + ) .

Konstanty 4 a B resp. D a ¢ ur¢ime opét z pocatecnich podminek.

Poznamenejme jeSté, ze kofeny charakteristické rovnice skutecnych linedrnich obvodl
slozenych z prvki R, C a L s kladnymi hodnotami parametrti maji vzdy zépornou redlnou cast.
To znamend, Ze redlné koteny jsou zdporné A, <0 a u komplexné sdruzenych kofenti je

a < 0. Reseni homogenni rovnice x,(¢) proto u téchto obvodii vzdy splituje podminku
limx,(¢)=0 . (5.3-6)
t—o

Reseni homogenni rovnice x,(¢) je jiz celkovym feSenim v piipadé, Ze y(1)=0. D& ve
stabilnim obvodu ma pak ptechodny charakter a po uplynuti dostate¢né dlouhé doby zanikne.

Piisobi-1i v obvodu zdroje stejnosmérného nebo periodického napéti a proudu, dosahne
obvod po odeznéni pfechodného dé&je x,(¢) staciondrniho nebo periodického ustdleného

stavu. Vzhledem k (5.3-1) je tedy ustaleny stav vyjadien pravé partikularnim feSenim x , (7).

To nam umoziuje alesponi v jednodussich pripadech vypocitat partikularni feSeni metodami,
které jsme jiz diive poznali v souvislosti s feSenim rezistorovych obvodu resp. setrva¢nych
obvodt s harmonickym napéjenim.

5.3.2 Obvody 1. fadu

Obvody 1. fadu jsou obvody, popsané diferencialni rovnici 1. fadu. Patfi k nim sériové a
paralelni obvody RL a RC, nakreslené¢ na obr.5.3-1. S takovymi obvody se v praxi Casto
setkdvame budto jako se skutenymi obvody anebo jako s tzv. obvody nahradnimi,
nahradniho obvodu ve tvaru sériového spojeni rezistoru a induktoru miizeme uvést schéma
respektujici vedle induk¢nosti vinuti elektrického stroje také odpor vodice, z néhoZz je vinuti
realizovano. Jinym piikladem miize byt paralelni obvod RC, ve kterém prvek R respektuje
nedokonalosti dielektrika kondenzatoru.

Na ftad¢ prikladi s obvody 1. fadu ukédzeme metodiku feSeni typickych situaci. VéEtSina

vvvvvv
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u,(t) U(t)
— —

AN

R R
u(t)l() @ L 3w u(t)J/() @ €L u(®)

a) b)
iy | 10y i) | 1Oy
i(t) T u(t) M . L§ u(t)
C) d)

Obrazek 5.3.1 Obvody 1. Ffadu
Obvody na obr.5.3-1a a 5.3-1c¢ jsou dudlni. Podobn¢ jsou dualni zbyvajici dva obvody na

obr.5.3-1b a 5.3-1d. Znamena to, Ze zavéry u€inéné pro jeden obvod muzeme patfinym
zpusobem aplikovat i pro obvod dalsi.

5.3.2.1 Vybijeni kondenzatoru

Uvazujme kondenzator, ke kterému byl v okamziku ¢=0 pfipojen paralelni rezistor.

Kondenzator byl pivodné€ nabit na napéti U,. Zajima néas casovy prubéh napéti na

kondenzatoru (resp. napéti na paralelnim spojeni kondezatoru a rezistoru) a pribéh proudu v
t=0 obvodu. Schéma je nakresleno na obr.5.3-2.

>0

u® = i)
e v ¢

Obrazek 5.3.2 Vybijeni kondenzatoru
pres paralelni rezistor

Podle obrazku je ziejmé
] |m® ue(t) = g (1) = Ri(t)

a soucasné

1

u.(t) =—%J.i(t)dt . Dosadime-li za proud z prvni rovnice do druhé a upravime,

dostaneme integralni rovnici pro napéti u . () :

1
— j ue ()t +u (1) =0 . (5.3-7)
Derivovanim pievedeme tuto rovnici na rovnici diferencialni
du.(t) 1
———+—u.(t)=0 5.3-8
T Re () (5.3-8)

a tu budeme fesit. Pfislusna charakteristicka rovnice
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2+L=0
RC
T 1 1
ma jediny kofen A =———=—-—,
RC T
kde
r=RC (5.3-9)

ma rozmér ¢asu a nazyva se ¢asovd konstanta obvodu. ProtoZze v obvodu neptisobi zadny
budici signdl, je celkové feseni dano obecnym feSenim homogenni rovnice
At —t/
u.(t)y=Ae" =Ae"'" .

Integracni konstantu 4 ur¢ime na zaklad¢ zadané skuteCnosti, Ze v ¢ase =0 bylo napéti na
kondenzatoru rovno U, :

u-(0,)=U0,=4.

Pro casovy prubeh napéti na kondenzatoru tedy dostaneme
u.(t)y=U0,, t<0
=0, / (5.3-10)
u-t)=Ue™"'", t>0

a pro proud
i(t)=0, t<0

. 5.3-11

i(t)=%e"”, t>0 ( )

Grafy obou prub¢hi jsou na obr.5.3-3.

U/R=I,—

0,3769U, f
_0,1353U, i(t)

0 1 21; —ot 0

Obrazek 5.3.3 Prubéh napéti a proudu pri vybijeni kondenzatoru pres rezistor

Z obrazku je ziejmé, Ze napéti na kondenzatoru klesd rychlosti, kterda je Umérna
vybijecimu proudu a ten je opét umérny okamzit¢ hodnoté napéti. Tésné po zahdjeni
ptechodného d¢je klesa napéti nejvétsi rychlosti rovnou

du (1) U,

=——. 5.3-.12
& ( )

t=0 2

Kdyby pokles napéti pokracoval i déle stejnou rychlosti, dosahlo by napéti nulové hodnoty v
case rovném casové konstanté 1. Je to zfejmé z obrazku, kde te¢na vedena k prabehu u (¢)

resp. i(2) v bodé t=0 protina osu Casu v t=7. Ve skuteCnosti klesne napéti v ¢ase =7 na
U,/e=03679U, a za kazdé dalsi 7 jest¢ e-krat.
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Ptechodny déj trva nekonecné dlouho. Ve skutecnosti vSak jej mizeme pokladat za

ukon&eny po uplynuti doby rovné nékolikanasobku ¢asové konstanty. ProtoZze je e =0,05 ,

20,0067, e’ 0,001, utlumi se pfechodny d&j za dobu 37 zhruba na jednu dvacetinu, za 57
na jednu stopadesatinu a za 77 na jednu tisicinu po¢ate¢ni hodnoty.

Vsimneme si jesté energetickych pomért v obvodu. Pocatecni energie v kondenzatoru byla

W= lCUO2
2

V pribéhu prechodného déje se cela preménila v tepelnou energii v rezistoru. Dokazuje to
vypocet zaloZeny na integraci okamzitého vykonu

2 2

U,
R

00 o0 ) 00 L RC oy s 1
/8 =£P(t)dt='([R.zz(t)dt= Z')‘e e gy Y T\e kel =5CU02-(5.3--13)

5.3.2.2 Piechodny déj v RL obvodu

Uvazujeme sériovy obvod RL podle obr.5.3-1a, napdjeny ze zdroje harmonického
napéti, které v ase =0 odpojime a obvod zkratujeme.

u(t)=U, sin(wt+¢@), t<0
u(t)=0, >0 '

Predpokladame, ze jiz pied =0 byl obvod v ustaleném harmonickém stavu. Proto proud
obvodem v <0

. L
i) =2 _sin(wt+y—p), ¢=arctgE (5.3-14)
R+ o'l R

a v okamziku =0

(5.3-15)

i(0,) = 22— sin(y ) .
VR? + 0*I*

Zajimé nas ptechodny dé&j pro r>0. Obvod je zkratovan, neplsobi v ném jiz zadny zdroj.
Diferenciélni rovnice pro proud obvodem vychazi z 2. Kirchhoffova zdkona

Ri(t)+ LM =0,
dt

po Uprave

di(t) R

7i0=0.

Charakteristicka rovnice ma jediny koten
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Jako Casovou konstantu v tomto ptipadé oznacujeme

r==. 5.3-16
2 ( )

Vysledné feseni pro proud v obvodu v >0 je tedy

U
i(t)=i(0,)e™"" = ——2——sin(y—p) | e~ (5.3-17)
R*+0’L’

Graf prabéhu proudu pro ur€ité konkrétni hodnoty w, ¢ ar je nakreslen na obr.5.3-4.

i(0,)

Obrazek 5.3.4 Priibéh proudu v obvodu RL

Je ziejmé, ze prechodny dé&j pro >0 zavisi piedev§im na rozdilu y — ¢, tj. na konkrétnim
okamziku, kdy odpojime zdroj a obvod zkratujeme.

5.3.2.3 Nabijeni kondenzatoru pi‘es rezistor

V sériovém obvodu na obr.5.3-1b ptedpokladame, ze napdjeci napéti ma konstantni hodnotu
u()=U . Kondenzator byl nabit na pocatecni napéti u(0,)=U,. Hledame casové pribchy
u.(t),i(t)auy(t) po ptipojeni zdroje napéti k obvodu.
Z 2. Kirchhoffova zédkona vyplyva :
Ri(t)+u.(t)=U.
Proud i(?) vyjadiime jako C.du./d: a upravime
d
uc () +L
5 dt RC
ReSeni homogenni rovnice je opét
ue, (t) = Ae™"'", r=RC.
Partikularni feSeni je dano ustalenym stavem v obvodu, kdy napéti na kondenzatoru ziejmeé
doséhne hodnoty U. Celkové feseni diferencialni rovnice je tedy

u.(t)=Ade™"' " +U.

U (f) =R%. (5.3-18)

V case t=0 je u. =U,, proto integra¢ni konstanta 4 =U, —U a kone¢ny tvar feSeni miizeme
psat jako
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u.()y=U,e""+U(l-e""")=U-(U~-Uye™"" =U, +({U-U,)(1-e""7).(53-19)

Typické pribéhy napéti na kondenzatoru uvadi obr.5.3-5.

U i
U0 i , o
—_ : Obrazek 5.3.5 Prubéhy napéti pri
U =0 ' nabijeni kondenzatoru pri riznych
0 = 1

: hodnotich pocatecniho napéti
0 T —>t
U,<0

Pribehy odpovidaji obvodu s 7=konst, ale s riznymi pocatecnimi napétimi U, . Z obrazku je

ziejmé, jakou roli opét hraje Casova konstanta obvodu t. Je rovnéz patrné, ze v ptipadé
U, =U k zadnému piechodnému d¢ji nedojde.

Poznamka:

Analogické poméry plati v sériovém obvodu RL na obr.5.3-1a. Pfipojime-li na néj konstantni
napéti U, teCe v ustdleném stavu obvodem konstantni proud U/R. Pokud byl poc¢atecni proud
obvodem /,, odvodime pro okamzitou hodnotu proudu v >0

i(ty=1Ie"'" +%(1 —e''") :%—(%—Io)e’”, T=—. (5.3-20)

& |~

5.3.2.4 Piechodny déj v obvodu RL napajeném harmonickym napétim

Uvazujeme opét sériovy obvod RL podle obr.5.3-1a. V obvodu platily nulové pocatecni
podminky, tj. i(0,)=0.V ¢ase =0 jsme k obvodu pfipojili zdroj harmonického napé&ti

u®)=U, sin(wt+y). (5.3-21)
Diferencidlni rovnice pro vypocet proudu ma tvar
L d;(t ) L Ri(t) = U sin(wt+p) (5.3-22)
t

ResSeni homogenni rovnice je
i(t)=4e"'", t=L/R.
Partikularni feSeni urc¢ime jako feSeni v harmonickém ustaleném stavu

i,(t)= % sinf@t+y—@), Z=AR +o’L’, p= arctgw—; . (5.3-23)
Celkové feseni je tedy
() =i,()+i, ()= Ae"'" + % sinflwt+y —@) . (5.3-24)
ProtoZe i(0,)=0, je integracni konstanta
U, .
A=——"sin(y —
- Sy —¢)

a vysledné feseni pro >0
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i(t) =%[sin(a)t+1//—(p)—sin(l//—g0)e‘”’] . (5.3-25)

Pfechodnd sloZka proudu  i,(¢) = - % sin(y —p)e™'*

zavisi na okamziku pfipojeni zdroje, ktery je zde vyjadifen uhlem . Nejvétsi je pro
wv—-—@o=r/2,resp. w—@=31/2.

- f
i(lll) i(0) pro y-¢ =3n/2 i(t) i(t) pro y-=0
vzl [\ [\ [\ A O/ N e R S S S SEE S

|

S

s
]
pa—
pa—
pa—
pa—
g —
]

— vzl 4 —|Uz|-

Obrazek 5.3.6 Dé&j v obvodu RL pri napajeni harmonickym napétim :
a) maximalni pfechodna slozka, b) nulova prechodna slozka

Pak je vysledny proud i(f)=+ % (coswt—e''7) .

Kdyz naopak y = ¢, pfechodna sloZzka neexistuje a obvodem protéka od samého pocatku
ustaleny proud

Uu .
i(Hy=—Lsmwt .
(?) ~

Oba tyto ptipady jsou nakresleny na obr.5.3-6. Casova konstanta obvodu je volena tak, aby
wr=wlL/R =251 ¢=877 .

Poznamka:

Velikost prechodné slozky zavisi také na pocatecnich podminkach. Jestlize uvaZujeme
i(0,)=1,, bude celkové feSeni

ity=[1,- (Q” sin(y —@)le™"’ " + % sin(at + i — @) (5.3-26)

a pfechodna slozka bude exponencialné klesat z pocate¢ni hodnoty

U .
I, —75111(%”—(0) :
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5.3.2.5 Napajeni obvodu RC periodickym obdélnikovym napétim

Uvazujeme obvod RC na obr.5.3-1b, jehoZ vstupni napéti je pocinaje okamZikem ¢=0
obdélnikové s periodou 7 a amplitudou U,, . Délka pulst je 7,. Graf vstupniho napéti je na

obr.5.3-7. Pfedpokladame pocatecni napéti na kondenzatoru rovné U, .

f
() u(t)
r— -

—_ Um

u(t)l() OREEE

T, T T+T, — t

Obrazek 5.3.7 Periodické obdélnikové napéti na vstupu obvodu

Situace v obvodu je po dobu trvani prvniho pulsu stejnd, jako kdyby na vstup bylo ptivedeno
stejnosmérné napéti rovné U, . Proto podle (5.3-12)

u.(t)=Ue "' "+U, (1-e''7), 0<¢t<T. (5.3-27)

Na konci pulsu, kdy =T,
u (T)=U,e """ +U, (1-e"'7). (5.3-28)

Od tohoto okamziku az do konce periody je vstupni napéti rovno nule a kondenzator se proto
vybiji z "pocatecniho" napéti u(7,) . Plati tedy
-1,
u.t)=u.(T)e *, T<t<T (5.3-29)
a na konci periody
T-T; T T T-T,

u(T)=u (T)e * =[Ue * +U,(I-¢ )e * . (5.3-30)

Popsanym zpilisobem muiZeme postupovat i v nasledujicich Casovych intervalech. Priklad
prabehu napéti u,(¢) pro U, =0 (nulové pocatecni podminky) je nakreslen na obr.5.3-8.

uf
[V] u(t)

3,597 3,903 U(1)

2,651

4 2.912
1,813
2_' \/\/

1,343 2,157

0 2 5 7 10 12 15 17 — t[ms]

Obrazek 5.3.8 Prechodny déj v obvodu RC pri napajeni obdélnikovym
napétim. Casova konstanta obvodu r =10ms
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Z obrazku je vidét, ze béhem pulsu napéti na kondenzatoru nariista, v mezete mezi pulsy
klesa. Po uplynuti dostatecné dlouhé doby (fadové nékolik Casovych konstant) je moZzno
prechodnou slozku napéti zanedbat. V obvodu existuje ustaleny periodicky stav.

Aby tento stav existoval v obvodu od samého pocatku, je zfejmé tieba, aby pocatecni napéti
uc-(0,)=U, bylo nastaveno na hodnotu, na niz se napéti na kondenzatoru vrati na konci

periody. Tedy

_r IR )
U,=Uje "+U, (1-e ")e * . (5.3-31)
Upravou
_r i
Uy(1-e ")=U,e "(e " —1)
a kone¢n¢
I _n
U,=U.e * _Tl -U, * - (5.3-32)
l-e © e " -1

Napéti v ustaleném stavu pak kolisa mezi minimalni hodnotou U, a maximalni hodnotou,
ktera je zfejmé rovna

U,=—2-=Uye " . (5.3-33)

Dosadime-li konkrétni hodnoty z obr.5.3-8, mame

0,2 _1

U, =10<

0,5
e

=3,4130V, U, =3,4130¢"’ =4,6072V .

Stiedni hodnota pribéhu napéti v ustaleném stavu musi byt ziejmée rovna stiedni hodnoté
vstupniho prub¢hu, ktera je

T
U,=U,—=4V.
T

SS m

Napéti na rezistoru je rovno rozdilu mezi vstupnim napétim a napétim na kondenzatoru a v
kazdém okamziku je imérné proudu obvodem

uy(t) =Ri(t) =u(t)—u.(t) .

Jeho konkrétni pritb¢h zavisi na velikosti ¢asové konstanty resp. na poméru délky periody k
Casové konstanté¢ 7 /7. Je-li ©™>T, je napéti na kondenzatoru v ustaleném stavu prakticky
konstantni a rovné stejnosmérné sloZce vstupniho napéti U . Napéti u,(#) ma pak pfiblizné

obdélnikovy pribéh jako vstupni napéti u(z), avSak s nulovou stejnosmérnou slozkou.
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Ukazuje to obr.5.3-9a.

Je-li na druhé strané <<T,dochazi pii kazdé¢ zmeéné vstupniho napéti k rychlému nabiti
nebo vybiti kondenzatoru a to se projevi kratkymi impulsy proudu kladné nebo zaporné
polarity. Na rezistoru jsou pak stiidavé kladné a zaporné pulsy s amplitudou U, a dobou

trvani fadove rovnou casové konstanté, jak je videt z obr.5.3-9b.

t f

Uy () T>>T u,(t T<<T

.bLl,i,,,

a) b)

Obrazek 5.3.9 Priibéh napéti na rezistoru v ustaleném periodickém stavu:
a) velka ¢asova konstanta, b) mala ¢asova konstanta

5.3.3 Obvody 2.Fadu

V obvodu druhého adu jsou dva setrvaéné prvky, které mohou byt stejného druhu (dva
kondenzatory nebo dvé civky) nebo rizného druhu (jeden kondenzétor a jedna civka). Postup
feSeni se v zasad¢ nelisi od postupt pouzivanych u obvodl 1. fadu, feSeni je vSak pracnéjsi.

v

Také charakter procesti v obvodu miize byt rozmanitéjsi nez v ptipadé obvodu 1. fadu.

Charakteristicka rovnice obvodu 2. fddu ma dva koteny 4,,4,. Jsou-li v obvodu dva
setrvaéné prvky stejného druhu, jsou kotfeny charakteristické rovnice rizné velka zaporna
redlna Cisla. Pfechodny dé¢j ma tzv. aperiodicky charakter. Jde-1i o obvod, obsahujici soucasné
kondenzator 1 civku, mohou byt kofeny redlné rizné, redlné shodné (tj. jeden koten
dvojnasobny) nebo mohou tvofit komplexné sdruzeny par se zapornou realnou Casti.
Odpovidajici pfechodny dé&j pak je aperiodicky nebo tlumené kmitavy. Jednotlivé typické
pfipady ukézeme na ptikladech.

5.3.3.1 Piechodny déj v odporoveé kapacitnim délici

TR =GN
_Tiﬁ_” - o VySetiime ptechodny déj v
C obvodu, jehoz schéma je na
' C, obr.5.3-10.
u(t) () u,(t) = |un(t) Jde o d&lic napéti s dvéma
R, impedancemi, ktery se pouziva
napf. jako vazebni obvod mezi
o y ° sousednimi stupni zesilovacu.

Obrazek 5.3.10 Odporové kapacitni déli¢ (vazebni ¢lanek)
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Ze 2. Kirchhoffova zakona vyplyva
duc, (1)

u(t) = Riy(t) +ue, () +ue, () = RC e, (1) +up, (1) (5.3-34)
a dale z 1. Kirchhoffova zakona
: duc,(t) 1 du,(t)
i()=C A - u. ()+C €2 . 5.3-35
() =C, & R, () +C, & ( )

Tim jsme ziskali soustavu diferencidlnich rovnic pro napéti na obou kondenzétorech. Po
mensich Upravach miizeme soustavu rovnic zapsat :

R,C, %"‘”a +uq, =u
; . (5.3-36)
u u
R,C, a’tCl + RC, d:2 +u., =0
Z prvni rovnice vyjadiime u .,
du
Ue, =u—R,C, 70_”01 )
vypocitame derivaci
duc, _du_p o duc dic,
dt  dt dt’ dt
a dosadime do druhé rovnice. Dostaneme tak diferencidlni rovnici 2. fadu
2
RR,CC, d_uza +(RC, +R,C + RzCz)% +u,, =u+R,C, du . (5.3-37)
dt dt dt
Jeji charakteristicka rovnice
RR,C,.C,2’ +(R,C,+R,C, +R,C,)A+1=0 (5.3-38)

ma realné rizné koteny A, a A,. Obecné feSeni homogenni rovnice je proto
At Aot
Ueo (1) =A4,e™ + 4,e™ .

Uvazujme nejprve nulové pocatecni podminky v obvodu, tj. u,(0,)=0,u.,(0,) =0 a jako
vstupni signal stejnosmérné napéti o velikosti U, , pfipojené k obvodu v okamZiku =0
(fikame, Ze na vstup byl pfiveden skok napéti o velikosti U, ). Partikularni integral u,, (¢)
odpovida pak velikosti napéti na kondenzatoru C, po ustaleni pfechodnych déja

Ucyy, ®»=U,

a celkové feseni je
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Uy ()= Ae™ + 4,e™ +U,, .
Z podminky u.,(0,) =0 plyne
A +A4,+U, =0.

Druhou rovnici pro nezndmé integrani konstanty dostaneme z podminky pro derivaci
du., /dt v Case t=0:

Proud i,(#) se v okamziku ¢=0 méni skokem z nulové hodnoty i,(0_)=0 na
i,(0,)=U, /R,. Napéti na obou kondenzatorech se skokem zménit nemuze a tak je proud v
pocatecnim okamziku omezen pouze odporem R,. Integracni konstanty vypocitdme tedy z
rovnic

A +4,=-U

m?

U
MA, + 2y Ay =—"
ClRl

ReSenim rovnic dostaneme

RIC +4, RIC + 4,
= vy Ay =——1—U, (5.3-39)
12 _)“1 /12 _11
a vysledné feSeni je tedy
re e re A
uCl(t):Um —Um ﬁellt +Um ﬁelﬂ =
2~ M 2~ M
(5.3-40)

U Mt 4t U
U, 4 T8 T (Ae” = AeM)
RICI 12 - 2’1 12 - 2’1

Napéti u ., (t) vypocitame jako

Ayt s
duo, U, e™ —e”

m

d  RC, A,-A

ue,(=U, —uy —RC, (5.3-41)

Pribéhy obou napéti v zavislosti na ¢ase jsou zobrazeny na obr.5.3-11. Parametry prvka
obvodu jsou R, =1680€Q, C, =10 uF', R, =12kQ, C, = 0,235 uF .
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[V]
1,0 —
T uc1:f(t)
0,5—
7 u,=1(t)
0 i i i i
40 80 120 — t [ms]

Obrazek 5.3.11 Pribéhy napéti na kondenzatorech C,aC, vyvolané skokem napéti

o velikosti U, na vstupu

Zadani ptrikladu nyni pozménime. Budeme uvazovat prechodny déj, vyvolany pouze
nenulovymi pocate¢nimi napétimi na obou kondenzatorech: u,(0,)=U,u,(0,)=U,,.

Levé strany diferencidlnich rovnic obvodu se nezméni, pravé strany obou rovnic budou vSak
rovny nule. Celkové feSeni u ., () je rovno obecnému feSeni homogenni rovnice

Uey (1) =ty (1) = A" + Aye™ .

Kofteny charakteristické rovnice 4, . 4, jsou stejné jako v pfedchazejicim piipadé. Pro

uf

[V]

2—\

— t [ms]

1 -
\____/7 uczzf(t)

Obrazek 5.3.12 Prubéhy napéti na kondenzatorech C; a C; v zavislosti na ¢ase

integracni konstanty 4,, 4, odvodime nyni rovnice

Uc (t)|,:0 =4,+4,=U,

du, (1)
dt

=0
Proto

=44 +1,4, =—

Y +Up
e
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U, +U U, +U
2’2(J01 + OIR C = 2’ll]01 + OIR C =
A — 11 A - _ 1~1
‘ Ay =2 T Ay =2
2 1 2 1
Vysledné feSeni pro u,
U, +U A" =™
U (1) =020 (M gty py, 2T (53-42)
R1C1 (/12 _11) 12 —/11
podobné
du ., (t)
U, (1) =—ue () - R,C, Z,lt =
(5.3-43)

1 UOZ U02 At Ayt At Ayt
= - e —e?")+U, (A e —e”
R )+ U (4 )

Na obr.5.3-12 jsou nakresleny priitbéhy obou napéti pro Uy, =2V, U, =-1V.

Napéti vychazeji ze zadanych pocatecnich hodnot a po uplynuti dostate¢né dlouhé doby
klesnou k nule. Veskera energie, kterd byla plivodné akumulovana v poli kondenzatorti, se
spotfebovala v rezistorech R, aR,.

Obr.5.3-13 ukazuje tytéz priib&hy zakreslené v roviné (u,,,u,,) a to ve formé jediné éary. Cas

cl?

je v tomto obrazku parametrem. Kazdy bod kiivky odpovidd urcité hodnoté casu. Nekteré
body jsou v obrazku odpovidajicim zplisobem oznaceny.
—> Ug, [V]

b)

Obrazek 5.3.13 Zaznam prechodného déje v souradné soustavé (u.,,u-,) :a)s
pocatecnimi hodnotami U, =2V, U, = -1V, b) trajektorie pro dal$i kombinace
pocatecnich hodnot

Zaznam v obr.5.3-13 je tzv. stavova trajektorie ptechodného déje. Rovina (u,,u.,)je

zvlastnim ptipadem prostoru stavovych proménnych (stavového prostoru). Trajektorie vznika
jako disledek pohybu zobrazovaciho bodu, jehoz soutfadnice ve stavovém prostoru jsou v
kazdém okamZiku dany okamzitymi hodnotami stavovych proménnych. Stavova trajektorie
velmi ndzornym zptisobem ukazuje na charakter déje v obvodu. Na obr.5.3-13b je napt. vidét,
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ze bez ohledu na konkrétni hodnoty pocate¢nich napéti, pribéhy u ., au., s naristajicim
casem aperiodicky klesaji k nule.

5.3.3.2 Piechodnvy déj v sériovém obvodu RLC

t=0
G
uc(t)| == : K
C P/IE@ . Obrazek 5.3.14 Sériovy obvod RLC

Uvazujeme sériovy obvod podle obr.5.3-14, sloZzeny z kondenzatoru, civky a rezistoru.

Kondenzator byl nabit na napéti U, a v okamziku /=0 byl pfipojen ke zbytku obvodu.
( Mohli bychom také uvazovat nenulovou pocate¢ni hodnotu proudu v obvodu rovnou /7, ale
pro jednoduchost bereme 7, =0).

Ptechodny dé¢j v obvodu je popsan rovnici

di(t)

2
Ri(e) + L2 4 (1) = RC d uc(t)

dt’

Po Upravé dostaneme diferencidlni rovnici 2. fadu pro napéti u . (¢) :

duc(t) +LC

+u(t)=0 . (5.3-44)

d*u.(t) Rdu.(t) 1 d’u,(t) du-(t)
+= +—u.(t) = +20—Z 4w, u.(t)=0 . (5.3-45
> L dt LC () dt* dt o tec(t) ( )

Oznacili jsme

R .. ,
o= _L ¢initel tlument,

Wy =—F— rezonancni kruhovy kmitocet obvodu.

Celkové feseni rovnice je rovno obecnému feSeni homogenni rovnice
u.(t) = Ae™ + 4,e™
kde 4,4, jsou koteny charakteristické rovnice
2 +2500 +w, =0 (5.3-46)
Z pocate¢ni podminky u.(0,)=U, plyne
4, +4,=U,.

Pritomnost civky v obvodu zajisti, ze i(0,)=0, tj.
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duc(1)
——= =44+44,=0.
d | A + A4,

Proto

U t t
uc(z)z/1 _0/1 (A,e™ —Ae™) . (5.3-47)

2 1

Vsechno nyni zavisi na charakteru kofenti A,,4,. Pokud uvazujeme pouze kladné a realné
hodnoty parametr obvodu R, L, C, mizeme rozliSit Ctyfi pripady:

a) Aperiodicky tlumeny déj:

0 > w,, Cinitel jakosti 0 < 0 <0,5.

__ 2,2
Ap=-0t [62-0)2 =5+ .

Kofteny charakteristické rovnice jsou zaporna redlna Cisla. Pak

u.(t) =Uye *(cosh pt +%sinh ), (5.3-48)

6y =~ o oo g; ]
i(t) = AL e " sinh fr . (5.3-49)

Obé& zavislosti jsou pro uvedenou kombinaci parametri zakresleny na  obr.5.3-15a.
Odpovidajici stavova trajektorie je na obr.5.3-15b (jako stavové proménné vystupuji napéti
na kondenzatoru u(¢) a proud civkou i(?), coz je v tomto ptipad¢ proud celym obvodem).

U,
1
s C
t
Uu
0 —> U,
ft 0

Obrazek 5.3.15 Aperiodicky tlumeny déj v obvodu RLC :
a) ¢asové priubéhy, b) stavova trajektorie, ¢)jiné mozné stavové trajektorie
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Trajektorie vychazi z pocatecniho bodu u . (0, ) =U, a sméfuje do pocatku soufadnic, ktery

predstavuje klidovy bod pro ¢ — oo (je vném x =u, =0, dx/dt =du,/dt =0). Cas t
vystupuje v obou obrazcich jako bezrozmérnd proménnd z = ft = ;’—Ot . Pfi jinych
T

pocatecnich podminkach dostaneme obecné jinou trajektorii. VSechny mozné trajektorie
budou vSak mit tyz charakter. Pro t >« sméfuji do pocatku soutadnic, jak je vidét z obr.5.3-
15¢. Rikame, Ze v pocatku lezi singularni bod typu stabilniho uzlu.

b) Kriticky tlumeny déj:
o=w, Q=05

Ay ==0 .

1,2
Rovnice mé jeden dvojnasobny koten, ktery je zaporny a realny. Zakladni feSeni je tieba
modifikovat. Plati

u.(t)=U,e(1+6), i(t)= —% te™” . (5.3-50)

Casové pribghy u.(t)ai(t) a tvar stavové trajektorie se podstatn€ nelisi od odpovidajicich
zavislosti pii aperiodickém déji.

¢) Podkriticky tlumeny déj (kmitavy déj):

o<w, 0>05

Mg =-8% o> -6 =-5t jo,

Kofteny jsou komplexné sdruzené a maji zaporné realné casti. Plati

u.(t)=Uye ¥ (cosw,t + 9o sinwt) , (5.3-51)
w

v

i(t)=— Yo e¥sinayt . (5.3-52)
o, L

v

Oba priibéhy jsou harmonické s exponencidlné tlumenou amplitudou. Reseni pro konkrétni
ptipad (O=2) je uvedeno na obr.5.3-16a, odpovidajici stavova trajektorie je na obr.5.3-16b.

u, i?
U,
uC
0 1 ‘0 ~~~~~~ X ;ofot
a) b)

Obrazek 5.3.16 Kmitavy déj v okruhu RLC : a) ¢asové priibéhy, b) stavova trajektorie
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Na tomto obrazku jsou dale zakresleny jesté dvé trajektorie pro jinou kombinaci pocatecnich
podminek. Stavové trajektorie maji tvar logaritmickych spirdl se zmenSujicim se polomérem.
Pocatek soutadnic je opét klidovym bodem pro ¢ — .

Nazyva se v tomto ptipad¢ stabilni ohnisko. Podle toho, jak rychle klesa polomér spirdly,
muzeme usuzovat na velikost tlumeni v okruhu. Klesne-1i tltumeni na nulu (Q — o), dojdeme

k poslednimu moznému piipadu:

d) Netlumeny déj:
520,Q—)OO, ﬂyl’zzi—ja)o

Kofeny jsou ¢isté imaginarni. V tomto ptipadé plati

u.(t)=U,cosmt, i(t)=- Y sin @,t . (5.3-53)
w,L
Pribéh napéti i proudu je harmonicky, s konstantni amplitudou, jednoznacné danou
pocatecnimi podminkami. Stavové trajektorie jsou
iT uzaviené kiivky (elipsy) se stfedem v pocatku
soufadnic a s osami, lezicimi v soufadnych osach.
Zvolime-li vhodné méfitka na osach, dostaneme
trajektorie ve tvaru kruznic, jak ukazuje obr.5.3-17.
Uvazujme nyni piipad, kdy odpor rezistoru R
zapojen¢ho v obvodu bude zéporny. Linearni rezistor
ma vzdy kladnou hodnotu odporu. Ukazeme vSak , ze
nelinedrni  obvody s rezistory, jejichz VA
charakteristika ma klesajici tsek, mohou byt za jistych
ptedpokladii popsany linearni diferencialni rovnici s
R<0. Opét Ize sledovat tii typické ptipady:

=
=l
o

Obrazek 5.3.17 Stav.trajektorie

Ic

t

(o)

a) Q<-0,5 b) Q<-0,5<0

Obrazek 5.3.18 Stavové trajektorie pfechodnych déju v okruhu RLC se zapornym
tlumenim : a) 0<-05,b) -05<0<0
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- netlumeny déj v okruhu, podkriticky, kriticky a nadkriticky zaporn¢ tlumeny d¢;j.
Casovy pribéh napéti u,.(¢) a proudu i(z) je popsan rovnicemi (5.3-48) az (5.3-52), kde

J <0, takze exponencialni funkce e * roste s ¢asem. Typické stavové trajektorie uvadéji
obrazky 5.3-18a a 5.3-18b. Na obr.5.3-18a je spirdlova trajektorie s rostoucim polomérem,
odpovidajici  pfipadu -0 <w, (0 <-0,5). Je  ziejmé, Ze  hodnoty
X=u.a y=dx/dt=—i/C =du./dt rostou s Casem neomezené. Pocatek je jediny bod v
roviné (x, y), z n¢hoz nevychazi zadna trajektorie. Je to tzv. nestabilni ohnisko. Obr.5.3-18b
pfedstavuje riizné trajektorie pro —J > @,. Zobrazujici bod se opét vzdaluje s rostoucim

c¢asem do nekonecna. Pocatek soutradnic predstavuje tzv. nestabilni uzel.
Ze vSech uvedenych ptikladt vyplyvaji nasledujici zavery:

Stavova trajektorie ndzorn¢ ukazuje na charakter déje v soustave. Podle jejiho pribéhu
muzeme poznat, zda jde o d& s klesajici nebo s rostouci amplitudou (s kladnym nebo
zapornym tlumenim) a jak rychle hodnoty proménnych rostou nebo klesaji. Uzaviena
trajektorie odpovida periodickému feSeni diferencidlni rovnice. Pro uplnost jest¢ uved’me, ze

v obvodech s nelinearnimi reaktancemi miize byt L nebo C zaporné, a tedy @,” < 0. Pak ma

charakteristickd rovnice dva realné koteny, z nichz jeden je zaporny a druhy je kladny. D¢&j v
okruhu je nestabilni, protoze vyrazy pro x i y obsahuji exponencidlni ¢leny s kladnym
souCinitelem v exponentu. Stavové trajektorie, odpovidajici této situaci, jsou nakresleny na
obr.5.3-19a, b, c. Poc¢atek soutfadnic je singularni bod, zvany sedlo (sedlovy bod). Z obrazku
plyne, ze pfi vhodné volbé pocatecnich podminek lze teoreticky dosahnout toho, Zze
zobrazujici bod ptejde po pfimkové trajektorii do pocatku a obvod je v klidu. Jakkoli mala
odchylka od téchto idedlnich podminek v§ak méa za nésledek, ze se zobrazujici bod odchyli od
této trajektorie a s rostoucim casem se vzdali do nekonecna.

Obrazek 5.3.19 Stavové trajektorie déji v okruhu RLC se zipornymi

parametry akumulacnich prvki
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5.4 Stavovy popis obvodu

Pti feSeni priklada v piredchézejicich odstavcich jsme pozorovali, ze procesy v obvodu
jsou popsany diferencialnimi a nediferencidlnimi rovnicemi. Pro napéti na kazdém
kondenzatoru a pro proud kazdou z civek miizeme napsat jednu diferencidlni rovnici 1. fadu.
Tyto rovnice jsou vzijemné nezavislé, pokud v obvodu nejsou smycky slozené pouze z
kondenzatort a idealnich napét'ovych zdrojti nebo uzly, ke kterym jsou piipojeny pouze civky
a idedlni zdroje proudu. Pocet nezavislych diferencialnich rovnic n, popisujicich obvod, je
tedy nejvyse roven poctu kondenzatorl a civek v obvodu. Nezavisla napéti na kondenzatorech
a nezavislé proudy civkami v souhrnu urcuji celkovou energii v obvodu a popisuji jeho
dynamicky stav. Nazyvame je proto stavové proménné.

Sestavime-li ze stavovych proménnych vektor x(z), mizeme nezavislé¢ diferencidlni tzv.
stavove rovnice psat v maticovém tvaru takto:

x(1) = Ax(t) + Bv(1) . (5.4-1)
Zde

X(¢) oznacuje n-vektor prvnich derivaci vektoru x(¢) podle Casu,

v(¢) je m-vektor zdroj,

A je Ctvercova matice n.n,

B  je obdélnikova matice n.m.

Prvky obou matic jsou funkcemi parametra pasivnich prvki obvodu.

Zbyvajici, tzv. nestavové veli¢iny y(t) jsou dany nediferencialnimi rovnicemi
y(#) = Cx(1) + Dv(7) . (5.4-2)

C, D jsou opét matice, zavislé na parametrech pasivnich prvkl v obvodu.

Rovnice (5.4-1) predstavuje popis dynamiky obvodu ve tvaru, ktery je velmi vyhodny pro
feSeni na pocitaci (Cislicovém nebo 1 analogovém). Je to dano tim, Ze diferencialni rovnice
jsou upraveny na tzv. normalni tvar, kdy vektor prvnich derivaci x(¢) je vyjadren jako funkce
nezndmych x(z)a Casu t. Pouzity zapis lze piimo pouzit k sestaveni programového schématu
pro feSeni na analogovém pocitaci. Také pro numerickou integraci takovychto rovnic existuje
cela fada spolehlivych algoritmi. Piikladem mohou byt postupy Rungeho a Kutty. Vhodna
procedura v jazyku Pascal je v Dodatku ¢.2. Nekolik variant algoritmu pro feSeni
diferencialnich rovnic v normalnim tvaru nabizi také soubor matematickych programmi
Matlab.

Pro ilustraci uvedeme zapis rovnic obvodu, jehoZ schéma je na obr.5.3-10. Vektor
stavovych proménnych obsahuje v daném piipad¢ napéti na kondenzatorech u,,(t)au,,(¢).

Upravou rovnic (5.3-36) z odstavce 5.3.3.1 dostaneme

du, - -

RC RC u C
| dt | _ 1~1 11 c1 1~1 5.4-3
L | (1 x[ucj+ X (5.4-3)
dt RC, G
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Jako nestavové proménné zvolime napf. proud i,(¢#) ze zdroje, proud i,(¢) tekouci odporem
R, anapéti u,(t) mezi spolecnym uzlem prvka R, C, areferenénim uzlem. Pak

__i _i_ 1]
; R R —
ll 1 ) 1 uc1 1{1
y=|i|=| O — |x +| 0 |xu . (5.4-4)
R, Ucy
u, 1 1 0

5.5 Reseni pFechodnych déji pomoci Laplaceovy transformace

V predchazejicich ¢astech této kapitoly jsme analyzovali prechodné déje v linedrnich
obvodech pifimym feSenim diferencidlnich rovnic obvodu. Je to postup vhodny k feSeni
jednodussich situaci. Sklada se z n€kolika vzajemné navéazanych krokl a Casto vyzaduje
promyslenou volbu dal§iho pokracovani, ma-li byt vysledek v  souladu s fyzikalni
predstavou o podstaté popisovanych jevil. Zvlasté vypocet integracnich konstant v zavislosti
na poc¢atecnich podminkéch byva obtizny. Na druhé strané vSak tento tzv. "klasicky" postup
umoznuje (prave tim, ze k tomu nuti) hloubé&ji porozumét tomu, co se v obvodu déje a to
byva cCasto stejné¢ dualezit¢ jako vlastni vypocet konkrétnich casovych prabéha
sledovanych obvodovych veli¢in.

vvvvvv

Laplaceovy transformace. Postup pfi pouziti této metody lze rozlozit na nékolik kroku:

1. Sestavime diferenciani (pfipadné integrodiferencialni) rovnice obvodu a uvazime, jaké
jsou pocatecni podminky. Nezavisle proménnd v téchto rovnicich je ¢as ¢. Hledané
casové prubéhy obvodovych veli€in jsou tzv. origindly f(t).

2. Integrodiferencidlni rovnice pfetransformujeme do oblasti komplexni proménné p. Misto
originall vystupuji nyni v rovnicich tzv. ebrazy F(p). Touto, tzv. primou transformaci
(pfi niz jsme vzali v ivahu 1 pocatecni podminky) piesly plivodni integrodiferencialni
rovnice na rovnice nediferencialni, algebraické.

3. Resenim ziskanych algebraickych rovnic ziskdme obrazy veli€in, které zkoumame.

4. Provedeme tzv. zpétnou transformaci, pti které nalezneme k obraziim hledanych
obvodovych veli¢in ptislusné originaly.

Poznamka:

e Krok ¢.1, tj. sestaveni integrodiferencidlnich rovnic obvodu Ize zejména v ptipadé
pouziti operatorovych charakteristik obvodovych prvkii vynechat a  psat piimo
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nediferencidlni (algebraické) rovnice pro obrazy. To plati zvlast€ u obvodt s nulovymi
pocatecnimi podminkami.

e Uvedeny postup poskytuje néckteré vyrazné vyhody ve srovndni s pfimym feSenim
rovnic v ¢asové oblasti:

- teSeni diferencidlnich (integrodiferencidlnich) rovnic se pfevadi na daleko jednodussi
problém feSeni rovnic algebraickych. Pfipomina to metodu logaritmovani, které umoziuje
prevést nasobeni a déleni Cisel na podstatné jednodussi slu¢ovani jejich logaritmdi,

- vysledny ¢asovy pritb¢h hleddme jako jeden celek, nemusime rozliSovat feSeni
homogenni rovnice a partikuldrni integral, ani nemusime vySetfovat hodnoty
integracnich konstant.

5.5.1 Zakladni vztahy Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace je integralni transformace, definujici jednojednoznacny
vztah mezi tzv. origindly v oblasti proménné ¢ a jejich obrazy v oblasti komplexni
proménné p. Nazorné to ukazuje obr.5.5-1.

L . PRIMA TRANSFORMACE .
CASOVA OBLAST C- OBLAST PROMENNE p
originaly L obrazy
ZPETNA TRANSFORMACE
() = F(p)

Obrazek 5.5.1 Schématické znazornéni vyuziti pfimé a zpétné Laplaceovy
transformace

PiSeme

F(p)=LLf®], ft)=L"TF(p)]. (5.5-1)
Nékdy se pouziva i jinych druhi zapisu jako napf.
F(p) < f(H)nebo F(p) < f(1) .

Ptima transformace je definovana jako nevlastni integral

F(p)=[f@®e™dt (5.5-2)

kde
p=c+jo, >0 a f({t)=0prot<0.

Pfi integraci podle (5.5-2) se komplexni ¢islo p poklada za konstantu.

Zpétna (inverzni) transformace je definovdna integralem v oblasti komplexni
proménné p
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1 o+ joo

IF(p)e”'dp :

o — joo

f(6)= (5.53)

27

Vypocet podle tohoto vztahu je zalozen na vypoctu tzv. rezidui funkce F(p) a je
obecné¢ znacné slozity. Pfi praktickém feSeni pfechodnych déji se tento postup nepouziva a
zpétna transformace se provadi jednoduseji (pomoci tzv. slovniku, rozkladem, nebo
numericky).

Uvedeme nyni nékteré zakladni vztahy, platné pfi pouziti Laplaceovy transformace. Tyto
vztahy lze odvodit (dokdzat) na zdaklad¢ rovnice (5.5-2). Dikazy tohoto typu patii do
pfedndsek z matematiky (teorie funkci komplexni proménné) a proto je zde uvadeét
nebudeme. Nejprve ukazeme (viz tab.5.5-1),jak jsou transformovany zakladni matematické
operace.

Tabulka 5.5-1 Transformace matematickych operaci

|&. | Operace | Casova oblast | Oblast prom&nné p

1. |Definice JAGRG) F(p)
transformace
2. | Nasobeni konstantou | A.£{t) A.F(p)
3. |Zména méfitka flat) 1 )
a a
4. |Posuv v Case S —19)1(t 1) e " F(p)
5. |Posuvvp e 1) F(p+a)
i d F(p)— f(0
1. derivace Zf(t) pF(p)-/(0,)
7. | Neurcity integral fde= (0 Lip 10
(primitivni funkce) J pr s 0]
8. | Urcity integral ‘ 1
I f(t)dt » F(p)
0
9. | Pocate¢ni hodnota lirgl Q) lim pF(p)
=0, p
10. | Koneé¢na hodnota }im S lim pF(p)
—0 p—>
11. |Konvoluce fHO* [0 = F(p).F>(p)

~ [ fi@rf, - a)de
0

Nékteré poznamky k tab.5.5-1:

e k¢.1.: Funkce 1(?) je tzv. jednotkovy skok, tj. 1(2) =0, ¢t <0, 1(t) =1, t>0.
Zapisem f(2).1(t) pouze zdiraziujeme, ze f(z) = 0 pro t < 0, jak vyzaduje
definice Laplaceovy transformace (5.5-2).

e k C.4.:zapisem f(t—t,).1(t—t,) vyjadiujeme ptivodni prubéh f{?) posunuty
(zpozdény) o ¢,. Pribéhy na obr.5.5-2 ilustruji pouziti funkce 1(?) resp.
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1(t-ty) pfti definici ¢asové omezenych prubéht.
e k<¢.9.a10.: uvedené vzorce dovoluji rychle zjistovat hodnoty f{z) v krajnich
bodech ¢asového intervalu <0,») bez nutnosti nalézt analyticky vyraz

pro f(t). Ma to vyznam napf. pro rychlou kontrolu, zda pti odvozovani
vyrazu pro F(p) nedoslo k hrubé chybé. Hodnoty £(0,)a () mizeme

totiz Casto urcit na zakladé jednoduché tivahy.
e k¢.11.: vyznam konvoluce funkei pozname v odstavei 5.7.1.

sin ot sin o(t-t,)

N ANARHANA)
a) b)

sin ot . 1(t)

ANANYA
OC)\/»“.‘ |

sin ot . 1(t-t,) sin o(t-t,) .1(t-t,)

O.tlo \/ o ' \/ - "“‘
e) f)

Obrazek 5.5.2 Ke znaceni ¢asové omezenych funkei

o=

(=)
=
-
-

(e

Pro praktické vypocty piechodnych déji je dilezit¢ umét snadno a rychle urcit obraz k
danému origindlu a naopak. Tomuto ucelu dobfe poslouzi tzv. slovnik Laplaceovy
transformace, jehoz ptiklad je uveden v tab.5.5-2. Jde o tabulky, uvadéjici vzdjemné

vvvvvv

potiebné pro feSeni zakladnich elektrickych obvodu. Pro ptipad potieby existuji i1 velmi

rozsahlé slovniky [ 8 1.

vvvvvv

g. Obraz F(p) Original f{1) Poznamka
1. 1 o(t) jednotkovy impuls,
viz kap. 5.6.1
2. 1 1(2) jednotkovy skok
P
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3. 1 t rampova funkce
?
4, 1 eim
p+a
5. 1 te ™
(p+a)’
6. a |
p(p+a)
7' 1 1 (e—at _ —bt)
(p+a)p+b) b—a
8. 1
p (befbt aefat)
(p+a)p+b) b—a
9. w sin wt
p2 +a)2
10. p cos wt
p2 +0)2
11. a sinh at
pz —a’
12. )% cosh at
2 2
p —a
13. ! et = arcte 2
prairey | T
[0} a2+a)2 ?
14 p — 2a 2e”"+ — w
(p+a)p’+0?) a+w (p—arctg;
+ ! 2cos(a)t—¢)
a +w
15. 2 a w
p e - — ad
o) | P,
- 2cos(a)t—(p)
a +w
16. 1 P o ; 1)
TR @+’ = arctg —
p(p+a)p”+a7) L orse) a
oV a® +a?

5.5.2 Priklady primé transformace

Piiklad 5.5-1
Uvazujeme nejprve zdroj konstantniho napéti U, podle obr.5.5-3a, ktery v okamziku
t=0 ptipojime k obvodu. Napéti u(?) za spinaem ma pribéh, nakresleny na obr.5.5-3b a
vyjadieny vztahem
u(t)=U,.1(¢) .
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Jeho obraz je tedy
1
Ulp)=U,—.
P
t=0 =
>fo ?
Ui
U, u(t)=U,.1(t) u,(t)
! —ot
0:

Obriazek 5.5.3 Skok napéti

Piiklad 5.5-2
Jednorazovy obdélnikovy impuls u(?) podle obr.5.5-4a) mizeme pokladat za soucet

dvou dil&ich pribéht
u®) =u () +u, (1) ,

pro které plati
u,(t) =U,1(t), u,(t)=-U,.1(t—T;) .Proto obraz

Y ﬂe"’T" =ﬂ(1—e_"r") :
p

Ulp)=—-
p p
i
U, ou(t)
0! —ot
10f f
Lou(t)
0 : —ot
—t
¢ u,(t)
U, :

Obrazek 5.5.4 Jednorazovy obdélnikovy impuls

Piiklad 5.5-3
Jednorazovy trojuhelnikovy impuls podle obr.5.5-5a je mozno vyjadfit jako soucet

tii rampovych prab&hd u,(t) +u,(t) +us(t), které jsou nakresleny na obr.5.5-5b-d.
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Pribéhy u, a u; maji stejnou smernici rovnou

U, 2U,
T, 1
2

1181 se pouze ¢asovym zpozdénim. Prib¢h u, ma smérnici —4U, /T, . Proto plati

2U 4U 2U
U(p)=—73 ——Ozef”T'/2 +—Le " =
Ip® Tp T.p
W gernin g ey o pniny
Lp Tip

Priklad 5.5-4

Sinusovy prubéh podle obr.5.5-6 je popsan v ¢asové oblasti vztahem
.2
u(t)=U, sm(Tﬂt).l(t) .

Proto jeho obraz je

27
Um
U(p) = T _ oU, 0)227[.
2 27, p2+w2’ T
()

Priklad 5.5-5
Jednordzovy pilsinusovy impuls podle obr.5.5-6 je mozno pokladat za soucet dvou

sinusovych pribéhii vzajemné posunutych o 7;:

u(t)=U, sin(% 01t +U, sin[% (t-T)]1(-T) .

1

u =
T; T,
Proto U(p)=———(+e ") .
2, T2
+ J—
P )

1
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—>u(t)

c
£
o |—u® S

; T —ot “‘
0! §T|/2 T/ —>t
: _Um
—t U, |y -
= u(t) SN
—t ? ":' ‘\“ul (t)
: T." "' —>t “‘
é 0 Y \
(D
2U; ;
U,
=
Us 5 f / \uz(t) /
uz(t) t
: 0 -
0 T/2 T, 312 !

Obrazek 5.5.5 Jednorazovy trojuhelnikovy Obrazek 5.5.6 Harmonicky (sinusovy)
prubéh impuls a pulsinusovy impuls

5.5.3 Priklady zpétné transformace

Pti zpétné transformaci hledame original f{z) ke znamému obrazu F(p). Nejprve
rozdélime obraz na ¢asti nasobené exponencialnimi vyrazy typu e ”° (véetné e’) a kazdou z
téchto c¢asti invertujeme zvIast. Po ukonceni inverze uvadzime pak odpovidajici Casova
zpozdéni.

Jak se ukazuje, maji obrazy, se kterymi se setkavame pii analyze ptechodnych d&ji v
elektrickych obvodech se soustiedénymi parametry, tvar racionalniho zlomku tvaru

r-Sin.

V (itateli zlomku je polynom m-tého stupné, ve jmenovateli stupné n-t€ho. Piitom m < n.

Original k takovému obrazu mizeme najit jednim ze tfi postupt:
» pomoci slovniku, napf. tab.5.5-2,
= pomoci tzv. Heavisideovych vzorcil,
* numericky.

Uvedeme nejprve nékolik ptikladt na inverzi pomoci slovniku.
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5.5.3.1 Inverze pomoci slovniku

Priklad 5.5-6
p+500
2 6 °
p-+10
Protoze ve slovniku nemdme zadny obraz, ktery by pifimo odpovidal zadanému zlomku,
musime nejprve zlomek upravit:
* 20 .10°
F(p):20 2p 6+ 210 6: 2 p3 2+ 2101032 :
p - +10°  p~+10 p +10°)" p +(107)
Proto zifejmé podle ¢.10 a 9 v tab.5.5-2

Hledéame original k obrazu F'(p) =20

f(t) =20.cos(1000¢) +10.sin(1000¢) .

Priklad 5.5-7

1
Je dano F(p)=— 00p .
Sp +125p+750
Upravime vyraz na
100
F(p)= -

5 p?+25p+150

_=25%4625-600 _ ~10

Kofeny jmenovatele funkce jsou

iz 2 Ts
Proto také
P
F(p)=20
)= 0+ 15)
a tedy podle ¢.8 v tab.5.5-2
20

f@= (15¢™ —10e™") = 60e™"*" —40e™'" .

15-10

Piiklad 5.5-8
107
p*+2.10°p+101.107
Kofeny jmenovatele jsou komplexné sdruzené
P, =—10° £ 10°.

Jmenovatele zlomku vyjadiime jako soucin kofenovych ¢initelti a upravime

Je dana funkce F(p)=

107 107 B %)

F = = —10 )
() (p+10°— j10°)(p+10° + j10°)  (p+10°) +10°  (p+a) + @

w=10°s", a=10"s".
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Vysledny obraz odpovida nyni obrazu ¢.9 z tabulky, ale misto p obsahuje soucet p+a, je tedy
posunut v oblasti p o hodnotu a=10". Podle fadku &5 v tab.5.5-1 je tedy origindlem
exponencialné tlumeny priibéh

£(£)=10e""" sin(10°¢) .

5.5.3.2 Heavisideovy vzorce

vvvvvv

parcialnich (¢aste¢nych) zlomki a kazdy z techto zlomkt invertujeme zvlast. Pro nejcastéjsi
piipad, kdy jmenovatel ma pouze jednoduché koteny, muzeme pouzit tzv. Heavisideovy
vzorce. Plati

Qm(p) 00 (Pi) ps 55.4
5w ZP () -4
V ptipadé¢, Ze jeden kofen jmenovatele lezi v poc¢atku, mame
L—l Qm(p) Q (0) Q (pz r,:p,t . 55_5
[an(p) £,(0) ZpP (p;) ( )

Symbolem Pn,(pl-) zna¢ime prvni derivaci dP,(p)/dp pro p=p;.

Piiklad 5.5-9

Hledame original k obrazu

Fp)=—2*2

2p°+5p+3
Mame tedy
/ d
O(p)=p+4, P(p)=2p°+5p+3, Pz(p)=EP2(p)=4p+5-

Kofeny jmenovatele jsou p, =-1, p,=-15.
Konecéné

f(t) = Q1,(p1) i Qa(pz) P =3¢ _2. 57
P, (p) P, (p,)

Vysledek mizeme zkontrolovat napft. tak, ze zadany zlomek vyjadiime jako soucet

_1 p 1
) 2(p+1)(p+15) 1)

a provedeme inverzi podle fadklt ¢.8 a 7 v tab.5.5-2. Heavisidelv vzorec vede v daném
piipadé k vysledku rychleji.

Ma-1i jmenovatel komplexni kofeny, jsou tyto kofeny vzdy v komplexné sdruzenych
dvojicich. Jejich imagindrni ¢asti pak vedou ke vzniku harmonickych funkci ve vysledném
casovém prubehu, realné ¢asti pisobi exponencialni utlum.
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5.5.3.3 Numerickd inverze Laplaceovych obraza

Pokud ndm nejde o odvozeni analytického vyrazu pro okamzitou hodnotu originalu a
chceme pouze vypocitat vzorky f(¢) ve zvolenych okamzicich ti, t;, ...,mizeme pro dané
konkrétni hodnoty parametrii obvodu pouzit vhodného numerického postupu. Pomérné
vypoctoveé jednoduchy je postup podle vzorce

)= %R{Zn: biF(%)} , (5.5-6)

kde a,,b; jsou komplexni konstanty.

Algoritmus je popsan v lit. [3], nebo [4] . V uvedenych publikacich jsou rovnéz uvedeny
hodnoty konstant a,b,,proi=12,.,5. Invertovand funkce f{#) je pak aproximovéna

polynomem 19. stupné, pficemz pocatecni a kone¢na hodnota funkce je vyhodnocena ptesné.

Algoritmus ptedpoklada, Ze pocitame vzorky obrazu F(p) jako komplexni ¢isla v bodech
a, /t, nasobime komplexnimi konstantami b,, seteme realné Casti soucind a vysledek

nasobime 2/t.

Priklad 5.5-10

Resime opét priklad 5.5-9 a kontrolujeme numerické hodnoty f{) pro ¢ v intervalu 0 az 10 ps.
Vysledky jsou v tab.5.5-3.

Tabulka 5.5-3 Srovnani hodnot originalu z prikladi 5.5-10 (presné
hodnoty) a 5.5-11 (numericka inverze)

t[us] Presna hodnota (pr.5.5-9) [Numer. inverze (pr.5.5-11)
(0} 0,500000 0,500000
1 0.,545813 0,545813
2 0,281538 0,281538
3 0,121589 0,121589
4 0,048750 0,048750
5 0,018831 0,018831
6 0,007128 0,007128
7 0,002668 0,002667
8 0,000991 0,000992
1) 0,000367 0,000370
10 0.,000135 0.000143

Z vysledkt je zfejmy dobry souhlas hodnot ziskanych numerickou cestou a piimym
dosazenim do ptesného analytického vyrazu. Lze ukézat, Ze popsand numerickd metoda dava
dobré vysledky pii inverzi dostate¢né rychle tlumenych prabeéhu, avSak selhdva napt. po
nékolika periodach u origindli typu netlumenych harmonickych funkci (napt. funkce
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wewvr

které vSak vyzaduji vétsi pocet matematickych operaci.

5.5.4 Operatorové charakteristiky obvodovych prvki

Na zacatku kapitoly o Laplaceové transformaci jsme uvedli, Ze pii analyze prechodnych
déji mizeme vychézet z diferencialnich rovnic obvodu, které v dalsim kroku ptevedeme
pomoci Laplaceovy transformace na rovnice nediferencialni, algebraické. V§imneme si nyni,
jak transformujeme rovnice zakladnich obvodovych prvkd.

Ve vsech ptipadech budeme pouzivat zapisu
I(p) = L[i()], U(p)=Llu@)].
Nejprve uvazujeme nulové pocatecni podminky.
Pro rezistor plati :
u(t)=Ri(t) atedy U(p)=R.I(p),
it)y=Gu(@) = I(p)=GU(p). (5.5-7)

Pro kapacitor :

ut) == [id = U(p) =p—1cf(p),

i(t) = cdl;y) — I(p)=pCU(p). (5.5-8)
Pro induktor :
w0y =10 = U(p)= pLip),
i(t) :% ! ut)dt = I(p) :ﬁU(p). (5.5-9)

Vztahy mezi obrazy svorkovych napéti a proudi maji zfejm¢ tvar analogicky vztahiim, které
jsme psali pii analyze ustdleného harmonického stavu pomoci symbolické metody. Misto jo
piSeme vSak operator p. Definujeme tak operdtorové imitance (tj.operdtorovou impedanci
Z(p) a admitanci Y(p)) vztahy:

U(p)=Z(p)I(p), 1(p)=Y(p)U(p). (5.5-10)

Z analogie k impedancim Z(jw)a admitancim Y(jw) snadno usoudime, ze plati i stejna

pravidla pro vypocet impedanci pfi sériovém nebo paralelnim fazeni. MiZzeme tedy definovat
operatorové impedance a admitance i pro obvody libovolné slozitosti.

Tak jako jsme pro harmonicky ustdleny stav definovali pienos jako podil fazoru F,(jw)
vystupni a fazoru F,(jw)vstupni veli¢iny, definujeme analogicky tzv. operdtorovy pienos
jako
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_E()

K(p) Fip)

kde F,(p)aE(p)jsou pfislusné obrazy.

Piiklad 5.5-11

% Hledame vztahy mezi obrazy veli¢in

i(t)
o :1|_rW\_T u(t),i(t), u, (f)au.(f) v obvodu na obr.5.5-7.
C

L l Pocatecni podminky v obvodu jsou nulové.
uc(

0O NI

Pro obraz I(p) vstupniho proudu i(?) plati

—

_U)

I(p) Z(0)

Obrazek 5.5.7 Obvod k prikladu 5.5-11

Z(p) je celkova operatorova impedance obvodu, kterou mizeme vyjadfit pomoci
operatorovych impedanci jednotlivych prvk :

1
R .
Z(p)=R+pL+—L= =R +pL+—2
R 1 1+ pR,C
,t—,
pC

Pak pro obrazy napéti na civce a na kondenzatoru plati

U,(p)= pLID), Uelp)=—2—1(p) .

1+ pR,C
Operatorovy pienos napéti
N
U 1+ pR,C 1
K,(p)= UC(p)= - - —
(P) RipL+— " PLC+pRC+ )1+
1+ pR,C R, R,

Jsou-li tedy v obvodu nulové pocatecni podminky, mizeme pro analyzu poméria v
obvodu pouzit vSechny metody, které zname pro feSeni harmonického ustaleného stavu,
pouze misto jo piSeme operator p a misto symboli pro fdzory F(jw) pouzivame obrazil
F(p).Pokud nejsou pocatecni podminky nulové, situace je o néco komplikovangjsi. Pro napéti
na kondenzatoru plati

1 t
u(t) =u(0,)+— j it)dt |
C 0
takze po transformaci mame

U(p) =%+L](p) : (5.5-11)

pC
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Na zakladé této rovnice mizeme vytvorit nahradni zapojeni obsahujici kapacitor s nulovym
pocatecnim napétim a s impedanci //pC v sérii se zdrojem konstantniho napéti (napétovym
skokem) u(0,)/ p. Schéma je na obr.5.5-8a. Jiné nahradni zapojeni, nakreslené na obr.5.5-
8b, vyplyvéa z rovnice pro proud

I(p) = pCU(p)-Cu(0,). (5.5-12)
Schéma obsahuje kondenzator s nulovym pocatecnim napétim paraleln€ se zdrojem impulsu
naboje Cu(0,).

I(p)[ I(p)

u(OJ\L
p U(p)
a

a) b) a) b)

Obrazek 5.5.8 Nahr. schémata kapacitoru Obrazek 5.5.9 Nahr. schémata induktoru

U(p)

s pocate¢nim napétim u(0,) s pocate¢nim proudem (0, )

Analogickéd nahradni schémata induktoru s nenulovym pocatecnim proudem jsou nakreslena
na obr.5.5-9. Vyplyvaji z operatorovych vztahii

U(p) = pLI(p) - Li(0,) a 1(p>=iv<p>+%. (5.5-13)

Piiklad 5.5-12

Uvazujeme obvod na obr.5.5-10a. Obvod je napajen ze zdroje stejnosmérného napéti U, .
Spina¢ S byl sepnut dostatecné dlouho, takze se v obvodu ustdlily poméry a odeznély
piechodné jevy. V case t=0, ktery zvolime za pocatek analyzy, je spinaC rozepnut.
Vysetiujeme déje, které byly touto zménou v obvodu vyvolany.

Zajimame se piedevSim o napéti na kondenzatoru u . (¢) . Tésné pred rozepnutim spinace

e

) L(p)
2O s

Uol(

R,

uC(t)l_rC

a) b)

Obrazek 5.5.10 K prikladu 5.5-12 : a) zakladni schéma, b) nahradni schéma pro
reSeni prechodného déje v >0
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tekl ze zdroje stejnosmérny proud dvéma sérioveé spojenymi rezistory R,. Napéti na
kondenzatoru bylo rovno ubytku na druhém z téchto rezistort, tj. U, /2. Toto napéti pak

predstavuje  pocatecni

napéti pro prechodny dé¢j

u-(0,). Pro feSeni déje sestavime

operatorové schéma podle obr.5.5-10b. V sérii se zdrojem napéti U, je odpor 2R,, v sérii

s kondenzatorem je zdroj pocateniho napéti U, /2.

Obvod fesime napt. metodou smyckovych proudti a poc¢itdme proudy /,(p)a l,(p).

1 —
2R +R,+— 2R, {Il(p)}_ 2p

2R,

Obraz proudu /,(p) je pak

SR-2R

U
I(p)=—2 T
1

R
2R +3RR,+ !
pC

O
67

Casovy priibéh

napéti na kondenzatoru

Uy

L, (p) U,

3R,
P

, kde r:C(§R1+R2).

1 | U 1
+—|i(dt=—2(A+=e"'7) .
C!l‘() 3( > )

Ulohu jsme mohli také fesit jednoduchou tvahou. Poé¢inaje okamzikem rozepnuti spinace
plati jednoduché schéma na obr.5.5-11, ziskan¢ ze schématu na obr.5.5-10b ndhradou zdroje

<R R

U, 3 ’
3 <> uC(t)lTC

napéti U, a odporového délice, slozeného ze tii
odport R, , ekvivalentnim zdrojem s napétim U, /3 a

vnitinim odporem R, //2R, = 2R, /3. Protoze nyni
mame jednoduchy sériovy obvod RC, je pribéh
napéti na kondenzatoru dan exponencidlni funkci s

casovou

2

konstantou 7=C(R, + ERI) :

Obrazek 5.5.11 ZjednoduSeni schématu

pouZitim véty o nahradnim zdroji

Napéti se vyrovnava z piivodni hodnoty U, /2 na novou ustalenou hodnotu U /3, tj.

U, U, U e Uy 1
“c(l)ZTO—(TO—TO)(l—e / )ZTO(H—e ).

2

Vysledek souhlasi s dfive ziskanym vztahem.
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Piiklad 5.5-13

Kondenzétor v obvodu na obr.5.5-12a byl na pocatku vybit. VySetfujeme priubéh napéti
u,(¢) na vystupu obvodu (na vystupnich svorkach rezistoru) jako odezvu na vstupni signal

podle obr.5.5-12b. Vstupni napéti u(z) je mozno rozlozit na soucet tii prubehi:

u(ty=2110) —%(z ~D)AE-T)-UA¢-T) .

O«
.

S —su(t)

Obrazek 5.5.12 K prikladu 5.5-13

Proto U(p)zlz[l—(l+pT)e*”T].
Tp

Operatorovy prenos obvodu

K, (p)=2=P) _ Rl = pl, r=RC .
pC T

I U l+pl

Potom
T 1
p(p+-)
T

() = KDV () =~
p(p+-)

Prvni ¢ast obrazu upravime tak, abychom mohli pouzit polozku ¢€.6 v tab.5.5-2. Pak

1

LU ——F]=U(=¢"")
plp+-)

L' [g b

]:
Tp@+5
T

Podobné¢ invertujeme i zbytek a dostaneme zpozdény prabch
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1
L‘l[%—ler]; e’=L" [U%—T I el + Ul el =
p(p+-) p(p+-) p+—
T T T

- [U%(l e DY LU T > T
Vysledny prubéeh je tedy dan vztahy

1, (f) :U%(l—e"”), 0<t<T,

MR(t) - U%(l_e—t/r)_U%(l_e—(t—T)/r)_Ue_(t_T)/T _

:[U%(l—e””)—U]e’(”T)/’, (>T

Na konci pulsu v ¢ase =T dosahuje napéti na rezistoru hodnoty

T T/t
U—(-e .
T( )

Pak se skokem snizi o U stejn¢ jako napéti na vstupu a exponencidlné klesa k nule s ¢asovou
konstantou 7.

c—eu(t)

1) S — — 5

—ot

Obrazek 5.5.13 Vypoditany pribéh napéti na rezistoru pro =0,5T

5.5.5 ReSeni periodického ustileného stavu operitorovou metodou

Hledame analyticky vyraz pro odezvu obvodu na periodicky neharmonicky signal.
Nejprve odvodime obecny tvar obrazu periodicky se opakujici funkce Casu. Predpokladame
samoziejme, ze pro <0 bylo f(2)=0. V intervalu prvni periody, tj. 0 <t <7 oznac¢ime prub¢h
jako f,(¢). Pfislusny obraz bude pak F(p).

Pribéh f,(¢) ve druhé period¢ se shoduje s prib&hem v prvni period¢, je vSak zpozdén o T.
Proto

LO=£-T)1-T) a Fy(p)=F(p)e’ .
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@) =£,t-21)1(t-2T) a F,(p)=F(p)e’" atd
Obraz celého pribchu je tedy

F(p)=F,(p).(l+e +e" +e7" +.) =

Fi(p)

l—e T’

v ’ , . v v . r v . T
protoze vyraz v zavorce je souéet nekone¢né geometrické fady s kvocientem e™”
Priklad 5.5-14

(5.5-14)

Odvod’te vyraz pro obraz periodického pilovitého prubehu na obr.5.5-14.
U

o] —su(t)

Obrazek 5.5.14 Periodicky pilovity
pribéh k prikladu 5.5-14
—ot

Obraz pritbéhu v prvni period€ jsme jiz odvodili v ptikladu 5.5-13. Proto
U T
F(p)=—5[1-(01+pTe "]
Ip

U v e’
e pl-e’

U

Upraveny vysledek ukazuje, ze pilovity pribéh podle obr.5.5-14 mizeme také pokladat za
rozdil linedrniho neomezeného pribchu (rampové funkce)
—t.1(t
= (®)

a schodovitého pribchu,
okamzicich T, 2T, 3T, ...

slozené¢ho ze skokovych zmén o velikosti U, nasledujicich v
Piiklad 5.5-15

ptikladu 5.5-14.

(5.5-15)

Urcete ustalenou periodickou odezvu RC obvodu na obr.5.5-12a na pilovity prub¢h z
12)

1
Uu(p) =K, (p)U(p)=U~

Obraz napéti na rezistoru u, () je (vyraz pro prenos K,(p) jsme jiz odvodili v piikladu 5.5-
T

—pT
e
-U

p(p+ D) (pr -
T T
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Casovy prib&h u,(t) ziskdme zpétnou transformaci. Original k prvnimu ¢lenu ziskame
snadno:

u%(l—e‘”’).l(t) . (5.5-16)
Druhy ¢len nejprve upravime:
—Lle_”r (I+e” +e 4.)
p+—
T
a invertujeme
~Ue "1t -T)+e "D/ 1t -27)..]] . (5.5-17)

Odezva u,(t) je v kaZzdém intervalu jind. Nalezneme proto vyraz, popisujici u,(f) v
intervalu nT <t <(n+1)T, tj. v n+tprvni periodé. Prvni ¢ast vysledku je tam ddna vyrazem
(5.5-16), z druh¢ casti (5.5-17) vSak vezmeme v tvahu jen prvnich n ¢lend, protoze ostatni

jsou dosud nulové, uplatni se az pozd¢;ji.
V n+prvni periodé tedy plati

MR(f)=U%(1—e‘”’)—Ue‘”’(eT” v e )=

r nT/r_l

:U_(l_e—t/r)_Ue—t/reT/r €
T

eT/z‘ _ 1
Pti tprave jsme pouzili vzorec pro soucet konecného poctu ¢lenti geometrické rady.

Prabéh u,(¢) se sklada ze dvou casti: z pfechodné casti, vyvolané skuteCnosti, ze az do
okamziku 7=0 bylo vstupni napéti i napéti na kondenzatoru nulové a z periodického
ustadlen¢ho dé&je, odpovidajiciho prichodu periodického pilovitého signidlu obvodem.
Prechodna c¢ast vysledku ziejmé s rostoucim Casem zanikne. Ustdleny d€j se naproti tomu
opakuje naprosto shodné v kazdé periodé¢.

Oddélime oba déje. Za tim ucelem provedeme jesté nékteré tipravy vysledku:

eT/T 1 T/7-1

e—(t—nT)/ r.eT/ T e—(t—T)/ T
- e

uR(t)zU%(l—e’”’)—U{ 4

—(t-nT)/t
T e T 1
=U—-U——F——e""|=———n— | nT<t<m+DT
T l_e—T/T |:T l_e—T/T:| ( )

Prvni dva ¢leny predstavuji periodickou slozku vystupniho napéti. Proménna veli¢ina #-nT se

totiz v kazdé periodé méni mezi nulou a délkou periody 7. Posledni ¢len vysledku ptedstavuje
pak ptechodnou slozku a s rostoucim ¢asem klesa k nule.

Na obr.5.5-15 je nakreslen prubéh periodické slozky napéti u, (¢) . Pro extrémni hodnoty plati
1 -T/z

T e
—U(——
(T

U l_e—T/T)'

T
Rmin — U(? -

7T/z')’ R max
e

1-—

Je-li napt. 7=T/2, kolisa napéti na rezistoru mezi -0,6565 U a +0,3435 U.
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ol

0 nT Mn+1)T Mln(t) / —>t
Uy

Obrazek 5.5.15 Periodicka ¢ast odezvy
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5.6 Odezva obvodu na standardni vstupni signaly

5.6.1 Prechodna a impulsova charakteristika

V ptedchozich castech (viz kap.3.8) jsme jiz ukdazali, ze komplexni pfenos (napf.
K, (jw)) charakterizuje chovani obvodu v kmitoctové oblasti a ze prib¢h kmitoctové
zavislosti modulu K (@) a argumentu ¢(®) urcuje, jaky vliv md obvod na prochazejici
signal v ustadleném harmonickém nebo periodickém stavu. Z komplexniho tvaru pienosu
snadno prejdeme k operatorovému pienosu K, (p) tak, Ze vSude misto jo piSeme p.
Operatorovy pfenos nam pak umozni vysetiovat odezvu obvodu i na jiné, obecnéjsi tvary
signalu, a charakterizovat tak chovani obvodu v ¢asové oblasti. Za tim ucelem je vhodné
definovat jednoduchy standardni vstupni signdl a obvod charakterizovat odezvou na tento
signal. Takovym signalem je napft. jednotkovy skok, nakresleny na obr.5.6-1a:

1= 'Y
L t>0

Odezve obvodu na jednotkovy skok fikdme pirechodna charakteristika a znacime ji h(t).
Jednotkovy skok mizeme pokladat za limitni piipad signalu f,,(¢#), zobrazeného na

obr.5.6-1b, u néhoz prechod mezi nulovou a jednotkovou trovni trvd kone¢nou dobu
t,. Plati zfeymé

1(1) = lim £,,() .

ty—0

Derivujeme-li signal f,,(r) podle ¢asu, dostaneme obdélnikovy impuls

4 0 <0
Efto(t)= 1/t,, 0<t<t,
0 t>1,
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1(1) fo 1/t,,7 <
i i \

1 R 1ty

—>t —>t

tor oo oty

a) b) c)

Obrazek 5.6.1 Zakladni vstupni signaly : a) jednotkovy skok, b) a ¢) k definici
jednotkového impulsu

s amplitudou 1/¢, a délkou ¢,. Casovy pribéh této derivace je zobrazen na obr.5.6-1c pro dvé
rizné hodnoty ¢, . Je zfejmé, Ze ¢im je impuls kratsi, tim vétsi ma amplitudu, ale jeho plocha
(tzv. mohutnost impulsu) je stale rovna jedné.

V limitnim ptipadé€ pro ¢, — 0 dochazime k tzv. jednotkovému (Diracovu) impulsu o(¢):
d d d
ot)=lm— f,(t)=—1m £, (t)=—1(¢) , 5.6-1
()= lim = () = lim () == 1() (5.6-1)

ktery rovnéz slouzi jako standardni vstupni signal. Odezva obvodu na jednotkovy
impuls se nazyva impulsova charakteristika (impulsova odezva, vahova funkce) a znaci se

Jako g(¥).
S ohledem na (5.6-1) plati zfejmé mezi pfechodnou a impulsovou charakteristikou obvodu
vztahy

d !
gt)= Z h(t), h()=h0,)+ -([ gt)dt . (5.6-2)

V praxi nelze ovSem jednotkovy impuls realizovat. Pfesto v§ak ma definice impulsové odezvy
velky vyznam, jak jesté ukazeme.

Laplacetv obraz jednotkového skoku je

=~ (5.6-3)
p
obraz jednotkového impulsu
L[s@)]=1 . (5.6-4)

Proto prechodnou charakteristiku vypocitame jako

h(t) = '[H(p)] =L“[%K(p>] (5.6-5)

a impulsovou odezvu ptimo jako original, pfislusejici operatorovému pienosu
gt)=L"[K(p)] . (5.6-6)

Vsimneme si nyni pfechodné charakteristiky pon€kud podrobnéji. Experimentalné ji
naméfime tak, Ze na vstup obvodu (s nulovymi pocatecnimi podminkami) ptipojime v =0
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stejnosmeérné napécti jednotkové velikosti (protoze vSak predpokladdme linearitu obvodu,
nezalezi na skutecné velikosti pfipojeného napéti - odezva bude piimo tmérna velikosti skoku
na vstupu). Po¢ate¢ni hodnota piechodné charakteristiky bude
h(0) = liIIOl h(t) = lim pH(p)=1lim K(p). (5.6-7)
t— po>®© po®
Zavisi tedy na tom, jak velkou hodnotu ma pienos K(jw) pro @ — . U praktickych

neidealizovanych obvodd, jejichz prenos s rostoucim kmito¢tem limituje k nule, byva proto
h(0,) = 0. Na druhé stran¢ ustalend Groven vystupniho signalu

h(e) = lim A(1) = lim K (p) (5.6-8)

z4&visi na ptenosu obvodu pro « =0, tj. pro stejnosmérny vstupni signal.

Piiklad 5.6-1

Vypocitejte piechodnou charakteristiku integracniho obvodu, jehoz schéma je na
obr.5.6-2a.

o T l 0 Rl —0
C|R,
U,p) .‘. Uue U T ] v

o €&¥—/m8m

a) b)

Obrazek 5.6.2 Integrac¢ni obvody RC

Pro pfenos napéti obvodu plati

1
K,(p)= L _ T=RC
1+ pRC p+l
-
Proto
1
h(t)=1':ll T1 =l-e"'"
p+—
T

Zieymé h(0,) =0, h(w)=1.Pro impulsovou charakteristiku odvodime
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1

1
gt)=L" Tl ——e " .
p+=| °©
T

Piiklad 5.6-2

Ptechodnou charakteristiku obvodu na obr.5.6-2b vypocitame na zakladé prenosu

R, 1
K (p)=LHPRC R, _ R,
’ R _ R R+R+pRRC R1+R2p+l’
"1+ pRC r
r=C Kk
R +R,
Proto
L
)= Ll = g (=)
R1+R2p(p+r) R +R,

Pocatecni hodnota 4(0)=0 jako v minulém piikladu. Ustdlena (konecnd) hodnota /() je
vSak rovna prenosu délice slozeného z rezistorti R, a R, , tj.

R
h() = 2 .
R, +R,
Piiklad 5.6-3

Vypocitejte prechodnou charakteristiku pfemosténého clanku 7, jehoz schéma je na
obr.5.6-3a.

Pro pfenos odvodime

2+E 1 N 1 1
K (p)— P are YT R . re,”
u p - 2+a+2 1 n 1 - 2+a_+_2 1 N 1 s
kde a=G,/C, .
2
Pély prenosu jsou pl,Z:—a+2 I  Na +4 1

2a RC,” 2a RC,

Pro ptfechodnou charakteristiku proto mame
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1
a0 RiC1 2a ‘%zﬁ .o ANa+4 ¢
ht)y=L[—- 1=1- e ' sinh( —).
p (p—-p)p-p,) Na*+4 2a  RC
I
C1" [
o0— —0 —
R ‘ R =
Ui(p) U
1 -|-C2 AP ?
O & 0
0 —t/RC,
a) b)

Obrazek 5.6.3 Premostény ¢lanek T : a) schéma, b) prechodna
charakteristika pro a=20

Ptenos ma jednotkovou hodnotu pro p=01ipro p — «. Proto A(0,) = h(0) =1 .
Pribeh prfechodné charakteristiky pro ptipad a=20 je nakreslen na obr.5.6-3b.

5.6.2. Stabilita linearniho obvodu

Ukézali jsme jiz, ze impulsova odezva obvodu je ddna inverzni transformaci ptenosu, tj.

gt)=L"[K(p)] . (5.6-9)
Ptenos K(p) ma tvar racionalniho zlomku

_ 0,(p) _ b, p" +bm_]pm_1 +.+b, p+b, _
P(p) a,p" +aHp"’1 +.+a,p+a,

K(p)

(5.6-10)
:bi (p—z)p—2z,)Ap-z,)
a, (p=p)p-p,)-Ap-p,)

V tomto vztahu jsou z,,z,,...z, nulové body a p,,p,...p, poly pFenosu. Nulové body 1 poly
jsou obecné komplexni ¢isla o + jo s redlnou ¢asti o a imaginarni ¢asti @ .

Pro vypocet casového pribé¢hu g(?) mizeme pouzit napt. ptrislusSného Heavisideova vzorce
(5.5-4). Pak

g(t):ZQn;(pz) pit ZZQW:(pz) O'[teja)[t :ZAieO'[tejw[t (56'11)
=l Pn (pl) i=l Pn (pz) =l

kde A4, je konstanta nezavisla na Case.

Impulsovd odezva obvodu je tedy obecné¢ dana superpozici harmonickych pribéha s

kmitotem ; a s amplitudou, kterd se v Case méni exponencidlné a je umérna .



126 Fakulta elektrotechniky a komunikaénich technologii VUT v Brné

Ocekavame ziejmé, ze s rostoucim Casem piechodné déje v obvodu zaniknou. O obvodu s
témito vlastnostmi fikame, ze je stabilni. Nutnou podminkou pro to je , aby

o, <0, (5.6-12)

1

tj. aby realné casti vSech poli prenosu byly zaporné resp. aby vsechny poly prenosu lezely v
levé poloviné roviny komplexnich cisel p.

V ptipadé, Zze 1 jen jediny p6l méa kladnou redlnou cast, impulsovd odezva (a
samoziejme¢ odezva na jakykoli jiny vstupni signal) roste s casem nade vSechny meze a obvod
je nestabilni.

V pfipad¢, ze o, =0 (. jednoduchy p6l lezi na imaginarni ose), jde o obvod na mezi
stability.

Vysetiujeme-li stabilitu ¢i nestabilitu obvodu, staci zfejmé zjistit, zda néktery pol nema

vvvvvv

byva obtizné vypocitat hodnoty vSech poli. To vSak neni zapotiebi, protoze existuji
jednodussi zpusoby, jak zjistit, ve které Casti komplexni roviny poly lezi. Postupiim, které to
umoznuji, se fika kritéria stability.
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5.7 Vypocet odezvy obvodu na vstupni signal obecného tvaru

5.7.1 Duhameliiv (konvolu¢ni) integral

Uvazujme linearni obvod popsany operatorovym pienosem K(p), na jehoz vstupu plsobi
signal f,(¢). Hleddme odezvu obvodu f,(¢). Pro obraz F,(p) signdlu na vystupu ziejmé
plati

F,(p)=F(p)K(p) , (5.7-1)

kde F(p)=L[f(t)] je obraz vstupniho signalu. ProtoZe obraz vystupniho signalu je roven
soucinu obrazii F(p)a K(p), je Casovy prubéh f,(¢) dan konvoluci ¢asového priibéhu
signalu na vstupu f,(¢) a originalu ke K(p) , coz je impulsova odezva

d
t)y=—h(t
g(®) % ()
(podle fadku 11 v tab.5.5-1). Proto

L0 =[g@ft-a)da (5.7-2)

resp. (F,(p)a K(p) mizeme v sou€inu vzdjemn¢ zamenit)

t
L0 =[gt-a)fi(@da . (5.7-3)
0
Protoze dale mulzeme impulsovou odezvou g(?) vyjadfit jako derivaci prechodné

charakteristiky podle ¢asu g(¢) = % h(t), plati

£ = % ! ha) f(t—a)da = % ! h(t—a) f(a)da . (5.7-4)

Protoze jde o derivaci integralu podle parametru (horni meze) #, mame
konecné
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£(0) =h(0+)/’1(t)+£h'(0!)ﬁ(t—a)da = (5.7-5)
= h(1) £,(0,)+ j ha)f, (t—a)de = (5.7-6)
- h(0+)f1(t)+jh’(t ~a)fi(a)da = (5.7-7)
= h(1) £, (0,)+ jh(z —a)f, (@)da . (5.7-8)

Vztahy (5.7-2) az (5.7-8) jsou tzv. konvoluéni neboli Duhamelovy integraly. Umoziuji
vypocitat casovy pribéh vystupniho signdlu f,(r) na zdklad¢ znalosti ¢asového pribcéhu
signalu f,(¢) na vstupu a impulsové nebo pifechodné charakteristiky obvodu.

Priklad 5.7-1

Hleddme odezvu derivacniho ¢lanku RC (schéma na obr.5.5-12) na vstupni signdl
(rampova funkce), ktery je urcen vztahy:
u,(t) =0, t <0,
14 o
ul(t):U?, t>0
K feseni pouzijeme napt. Duhameldv integral ve tvaru (5.7-6)

uy(£) = u, (0, )h(t) + j u, (t - a)h(e)da .

Ptechodné charakteristika derivacniho ¢lanku je
h(t)=e"’", 7=RC .
Derivace vstupniho napéti
i =
T
Potom

u,(t) = j%e“”do& :%‘— e "
0

t T —t/r
=U—((-e .
5 T( )

Pouzijeme-li k vypoctu jiné formy Duhamelova integralu, musime obdrzet stejny vysledek

vvvvvv

h0,)=1, h () :—%e_“/’, f(t-a) :%(t—a)

1, (£) :gt—lj‘e’“”g(t—a)da :U£—£t+£jae’“”da =
T T T T Tt Tty
t

0

U —a/ (24 ! T =t/
+—e " (——-1) =U=(1-¢e"").
Tr| ( T )|0 T( )
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Duhameltav integral mzeme odvodit téZ na zakladé principu superpozice podle
nasledujici tvahy:

Na vstup pfenosového c¢lanku pfivedeme napéti u,(«r) podle obr.5.7-1, kde jako cas je
uvazovana promeénnd «. Puvodni pribéh vstupniho napéti pfiblizné nahradime souctem
napétovych skokt, nésledujicich po intervalech Aa. Bude-li interval dostate¢né kratky,
bude chyba aproximace vstupniho napéti malé a ndhrada dostate¢né presna. Amplitudy skokt
budou umérné derivaci du, /da .

Oznacime-li prechodnou charakteristiku obvodu #4(?), je odezva obvodu na pocatecéni skok
vstupniho napéti dana vztahem u, (0, )A(¢) . Skok

M . Ao = ull(Aa).Aa

a=Aa

Au(Aa) =

vyvola dalsi odezvu, kterd v case ¢ bude rovna
Au,(Aa).h(t —Aa) .

Nasledujici skok
Au,(2Aa) =u, QAa)Aa

se projevi ptidavnou odezvou
Au,(2Aa).h(t -2Aa)
atd.
Vysledny pribéh u,(#) vyvolany nahradni schodovitou vstupni funkci je pak dan souctem
odezev na skokové zmény v ekvidistantnich casovych intervalech

wy(£) = u, (0, ).1(t) + Z u, (kA@)h(t — kAa)Aa .

k=1

u o)

T 1 mu200)
Au, (Aa)
N

uy(0,)

2A0

0 A:(x 2AOL 3:Aoc t —>a

Obrazek 5.7.1 K odvozeni Duhamelova integralu na zakladé principu
superpozice

V limité pro Aa — da piejde sou€in kAo — o, a suma v integral v mezich od nuly
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do t. Potom
s (1) =, (0, )h(0) + [ (@)h(t ~e)der

coz je vzorec (5.7-8).

5.7.2 Odezva obvodu na velmi kratky impuls libovolného tvaru

Uvazujeme obvod, jehoZz pienos s rostoucim kmitoctem klesa k nule. Pak

h(0,) = lim h(e) = lim K(p) =0,

piechodna charakteristika obvodu vychdzi z pocatku soufadnic a impulsova odezva g(?) je
spojita funkce ¢asu pro kazdé >0.

Uvazujeme déle, Ze na vstup obvodu byl pfiveden impuls, ktery je od nuly riizny pouze
v kratkém Casovém intervalu =0 az T,. Pfitom cas 7, je tak kratky, Ze b&hem této doby se
impulsova odezva g(t) prakticky nezméni.

Odezva obvodu f,(¢) je dana konvolu¢nim integralem napft. ve tvaru (5.7-2)

L= [g@f( t-a)da . (5.7-9)

Soucin za integralem miZe byt od nuly rizny pouze tehdy, je-li f,(t—«) #0. To je splnéno,
pohybuje-li se argument ¢« funkce f, v intervalu (0,7;) a integrani proménna o v
intervalu (t-T., ¢).

Muzeme tedy psat L) = J‘g(a)fl (t—-a)da . (5.7-10)
t-T,

Protoze vSak ptedpokladame, ze za dobu 7, se impulsova odezva g(?) prakticky nezméni,

1

muzeme g(a) v integralu pokladat za konstantni vzhledem k & a mame

[0 =g0) [ fit-a)da =] fia)da . (5.7-11)

Vysledek je velmi vyznamny. Doklada, ze odezva
£ (1) obvodu na velmi kratky impuls ma vzdy (za
! uvedenych podminek) prubéh impulsové odezvy bez
T T ohledu na konkrétni tvar signdlu na vstupu.

0 W —>t  Jeji absolutni velikost je pak Umeérnd mohutnosti
vstupniho impulsu (plose ,,pod impulsem®)

fﬁmm.

Obrazek 5.7.2 Kratky impuls
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K praktickému urceni impulsové odezvy obvodu tedy nepotiebujeme realizovat Diractv
impuls (coz neni ostatné mozné) a méteni mizeme provadeét celkem béznymi prostredky.
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6 Prenosova vedeni
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6.1 Uvod

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. pfenosovymi vedenimi. Ta se pouzivaji
k ptenosu signalu na relativné veliké vzdalenosti, charakterizované tim, ze doba Sifeni signalu
z jednoho konce vedeni na druhy je srovnatelnd s dobou trvani signalu resp. s délkou jeho
periody nebo délkou casového intervalu, kdy se signal podstatnéji méni. U takovych soustav
jiz neni mozné identifikovat jednotlivé obvodové prvky jako rezistory, kondenzatory nebo
civky. Jde o soustavy s rozprostienymi parametry. Na rozdil od obvodi, které jsme dosud
fesili a které byly popsany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, musime soustavy
s rozprostienymi parametry popisovat parcialnimi diferencidalnimi rovnicemi. V nich krom¢
¢asu jako nezavisle proménnd vystupuji i soufadnice v prostoru.

S vedenimi se setkavame v technické praxi velmi Casto. Jako piiklady mizeme uvést
napf. dalkova vedeni pro pfenos elektrické energie na vzdalenost fadové stovek nebo tisic
kilometri. Doba S§ifeni elektrické energie po téchto vedenich je pak srovnatelna s trvanim
periody pfenaSeného stfidavého napéti a soucasné je podstatné delsi nez trvani pfechodnych
déjt vyvolanych napt. iderem blesku nebo zkratem na vedeni.

Jinym piikladem mulze byt napdje¢ spojujici radiovy vysilac s vysilaci anténou. Délka
napajeCe je srovnatelnd sdélkou vysilané -elektromagnetick¢ vlny, piipadné je i
mnohonasobné vétsi. Napdje€ je realizovan jako soustava paralelnich vodi¢l nebo jako
koaxialni vedeni, pro mensi vykony jako koaxialni kabel.

Dalsi typicky systém tohoto druhu piedstavuji vodivé spoje mezi integrovanymi obvody
na desce moderniho pocitaCe, pracujiciho s vysokym hodinovym kmitoctem. Trvani hran
impulst fadove v desetinach nanosekund je piiblizné stejné jako doba Sitfeni signalu z jednoho
okraje desky na druhy.

D¢je na vedenich budeme posuzovat jak v asové, tak i kmitoctové oblasti.

v

V ¢asové oblasti nam ptjde o otazky Sifeni vin (resp. impulsii) po vedenich, o odrazy na
koncich vedeni, zkresleni tvaru viny vlivem ztrat, ptipadné o pfeslechy mezi blizkymi vodici.

V kmitoctové oblasti pak budeme posuzovat harmonicky ustaleny stav, délku viny na
vedeni, vstupni impedanci vedeni, vlivy nedokonalého impedanéniho piizpiisobeni a tzv.
stojaté viny.

6.2 Zakladni rovnice vedeni

Predpoklddame jednoduché vedeni realizované jako jeden ,,zivy“ vodi¢ nad dokonale
vodivou zemi. Schématicky je situace vyjadiena na obr.6.2-1. Na levé stran¢ obrazku, kde
obvykle budeme ptedpokladat existenci zdroje signalu, je tzv. blizky konec, na druhé strané
tzv. vzdadleny konec vedeni. Budeme formulovat rovnice pro napéti a proud v libovolném
misté na vedeni. Jeho vzdélenost od blizkého konce oznac¢ime soufadnici x. Okamzité
hodnoty napéti a proudu jsou zavislé nejen na Case ¢, ale také na soufadnici x. Budeme je psat
jako u(x,t) a i(x,t). Hodnoty na blizkém konci, kde x=0, pak zkracené oznacime u,(2), i;(?) a
na vzdaleném konci, kde x=/, jako ux(?), i(?).

Nejprve vyjadiime poméry na elementarnim useku vedeni délky dx. Uvazime, ze kazdy
element vodi¢e ma urcitou kapacitu proti zemi a vlastni indukénost. Hodnoty této kapacity a
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induk¢nosti jsou umérné délce tseku a tzv. primarnim parametram idealniho prenosového
vedeni, které vyhodnocujeme na jednotku délky a oznacime jako Cj[F/m] a L, [H/m].

i\(t) 10 )
—> >

e lu(x,o wo| |2

4 v

v

N

Obrazek 6.2.1 Schématické znazornéni dvojvodic¢ového vedeni

Dale obecné pozorujeme na vedeni ztraty elektrické energie a ty pfi¢itdime nenulovému
podélnému odporu vodice Ry [(2/m] a pficné svodové vodivosti Gy [S/m].

Na obr.6.2-2. je nahradni schéma elementarniho useku vedeni o délce dx. Tece-li proud
zleva doprava, je zfejmé napéti v bod¢€ x+dx mensi nez napéti v bod¢ x o ubytek na podélné
induk¢nosti a na odporu mezi obéma body. Podobné i proud i klesl o proud pti¢nou kapacitou

i(x,t i(xtdx,t)
0 Lax o Rx i
NN—
— u(x+dx,t Obrazek 6.2.2 Nahradni schéma
u(x,0) Cudx ( ) elementarniho useku vedeni délky dx
Gd

a svodovou vodivosti. Matematicky tyto skute¢nosti vyjadiime dvojici parcialnich
diferencialnich rovnic

ou(x,t) ) Oi(x,1)
- — Ri(x, 1)+ 1, 200D 6.2-1
o () + L, o ( a)
_OD G+ ¢, D (6.2-1b)
ox ot

V rovnicich vystupuji dvé nezavisle proménné a to ¢as ¢ a souradnice v prostoru (vzdalenost
od blizkého konce vedeni) x. K zapisu rovnic patii jest€¢ pocatecni
podminky
u(x,0), i(x,0)
(udavajici rozlozeni napéti a proudu podél vedeni v ¢ase t=0) a okrajové podminky

M(O, t) = ul(t)a U(Z, t) = uz(t)a l(oa t) = il (t)a l(la t) = lz(t)
(Casové prabehy napéti a proudti na blizkém a vzdaleném konci vedenti).
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V obou rovnicich vystupuji soucasné jak napéti u(x,¢), tak i proud i(x,z). Rovnice lze upravit
tak, aby kazda obsahovala pouze jednu z téchto funkci.

Derivujeme napft. rovnici (6.2-1a) podle x a rovnici (6.2-1b) podle 7.

2 . 2.
K u(L:, 0 _ R 0i(x,1) | L 0"i(x, 1) (6.2-2a)
ox ox Otox
2. 2
_Oix0) _ o oulxt) L Qulnt) (6.2-2b)

oxot ot * oxot

Nyni do rovnice (6.2-2a) dosadime za 0i(x,¢)/dx z (6.2-1b) a za 0%i(x,t)/ 0x0t z (6.2-2b) a
upravime. Dostaneme tak parcialni diferencidlni rovnici 2. fadu pro u(x,?):

0’u(x,1)
ox’®

0’ u(x,1)

ot?

ou(x,t)

=L,C, +(R,C,y +L,G,) +R,Gou(x,1) . (6.2-3a)

Analogickym postupem ziskame podobnou diferencialni rovnici pro proud i(x,?).

0i(x,1)

8%i(x, 1) 0%i(x, 1)
2

=LyCy 5+ (R Cy + LGy +R,G,i(x,1) . (6.2-3b)
t

ox

Odvozené rovnice se nazyvaji telegrafni rovnice. Jejich nazev pfipomind, ze byly poprvé
odvozeny a studovdny koncem 19. stoleti, kdy bylo tfeba vysvétlit, pro¢ pii pienosu
telegrafnich znacek na velké vzdalenosti dochazi k jejich zkresleni, a néco proti tomu ud¢lat.

Reseni parcialnich rovnic (6.2-1a,b) usnadnime pouzitim Laplaceovy transformace z oblasti
¢asu do oblasti komplexni proménné p. Ptislusné obrazy ozna¢ime

U(x,p)=Llu(x,t)], I(x,p)=L[i(x,1)]. (6.2-4)

Transformované rovnice jsou obycejné diferencialni rovnice s nezdvisle proménnou x. Za
predpokladu nulovych poc¢atecnich podminek plati

_M =(R,+ pL)I(x, p), (6.2-5a)
dx
_AD) _ (G4 pCyU, p)
dx .

(6.2-5b)

Rovnice opét upravime. Prvni z nich derivujeme podle x a za derivaci di(x,p)/dx dosadime z
druhé rovnice. Po Gpravé dostaneme telegrafni rovnici pro obraz napéti

d’U(x, p)

7 — (R, + pL)(G, + pC)U(x, p) =0. (6.2-6a)

Podobné pak ziskame telegrafni rovnici pro obraz proudu
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d’I(x, p)
dx’

—(Ry+ pL (G, + pCy)I(x, p)=0. (6.2-6b)

6.3 Reseni rovnic vedeni v ¢asové oblasti

6.3.1 VlIny na bezeztratovém vedeni

Nejprve budeme predpokladat idedlni bezeztratové vedeni s Ry=0, Gy=0. Telegrafni rovnice
se zjednodusi na

d*U(x,
—diz ?) -p’LGU(x, p)=0, (6.3-1)
tj.
d*U(x, 2
—diz p) —i—ZU(x, p)=0 (6.3-2)

a podobné¢ pro proud
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d*I(x, :
—agxz r) —f—zl(x, »)=0, (6.3-3)

Posledni dvé rovnice jsou tzv. vinové rovnice znamé z fyziky.
Veli¢ina

(6.3-4)

1 1
Vv = =
VLG, \/;

ma vyznam (i rozmér) rychlosti Sifeni viny napéti a proudu podél vedeni. Tato rychlost zavisi
predevsim na permitivité ¢ a permeabilité¢ x prostiedi, obklopujiciho vodice. Pro vakuum je
rovna rychlosti svétla ¢ =300000km /s , pro jiné prostfedi je vzdy nizsi.

Nejprve feSime rovnici pro napéti. ProtoZze mé na pravé strané nulu, jde o homogenni
diferencialni rovnici. Je to rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty, jejiz feSeni
pfedpokladdme jako véazeny soucet dvou exponencidlnich funkci s exponenty, které jsou
koteny charakteristické rovnice. V nasem ptipadé ma charakteristicka rovnice tvar

2 _p_z -0 (6.3-5)
a jeji kofeny jsou
o % , (6.3-6)
kde
y = P_ pyJL,C,  je tzv. €initel Sifeni. (6.3-7)
Proto '
Ux,p)=U,(p)e " +U, (p)e’ * =U,(x,p)+U, (x, p). (6.3-8)

Vyraz pro proud odvodime podle (6.2-5a)

1 dU(x,p) 1 -p P
I 5 = - . = U Vo— Ur V=
(x, p) oL dx oL, U, (pe 1(ple ]
1 -p> e
WU =U, (pe 1= (63-9)

v

— 1, ), () = (U, (5 )=U, (5 )

v

Zavedli jsme oznaceni

R, =vL, = = |22 (6.3-10)

Veli¢ina R, se nazyva vinovy odpor vedeni.
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Poznamka:
Pokud nezanedbdme ztraty na vedeni a uvazujeme nenulovy odpor Ry a nenulovou vodivost
Gy, plati pro Cinitele Sifeni

7(p) =(PLy + R))(pC, +G,) (6.3-11)

a pro vinovou impedanci

L, +R
Z.(p)= [P0t (6.3-12)
pCy +G,

Cinitel $ifeni y a vlnovy odpor R, (vlnova impedance Zv) predstavuji tzv. sekundarni
parametry vedeni.

Dosud nezname integra¢ni konstanty, které¢ jsme oznacili U,;(p) a U,;(p). V Casové oblasti jim
odpovidaji jistd napéti u,;(?) a u,;(2).

Zlomek x/v v exponentech méa rozmér ¢asu. Je roven dobé¢ t,, za kterou vlna na vedeni urazi
vzdalenost rovnou x.

. ” - w e,
Original k soucinu U ,(x,p)=U ,(p)e " je pak nap€ti u,(x,t)=uy,(t-ty), které ma stejny
prubéeh jako napéti u,;(2), ale je oproti nému zpozdéno o t=x/v. Je to tzv. postupna vlna,
ktera se Sifi rychlosti v od blizkého konce vedeni ke vzdalenému.

X

Na druhé strané origindl k sou¢inu U, (x,p)=U, (p)epv je napéti wu.(x,t)=u,(t+ty),
piedbihajici prabéh u,;(?) v Case, tedy vlna, Sifici se opacnym smérem. Jde o zpétnou vinu,
vyvolanou zdrojem signalu na vzdaleném konci vedeni nebo, jak uvidime déle, vzniklou
odrazenim postupné viny od vzdaleného konce vedeni v disledku nedokonalého
impedancniho pfizplsobeni.
Celkové napéti je tedy

u(x,t) =u,(x, 1) +u,(x,1). (6.3-13)

Proud také obsahuje postupnou a zpétnou vinu

i(x,0)=1,(x,0)+i,(x,1) = Riup (x, t)—RLu,. (x,1). (6.3-14)

v v

6.3.1.1 Nekoneéné dlouhé vedeni

Predpokladejme prozatim, ze vedeni je nekonecné dlouhé a ze je napdjeno pouze z
blizkého konce. Protoze by trvalo nekone¢né dlouho, nez postupna vina dorazi na vzdaleny
konec, zpétnéd vlna neexistuje a druhy ¢len ve vyrazu pro U(x,p), tj. U,(x,p), musi byt roven
nule.
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Podil napéti a proudu v libovolném misté na vedeni je roven R,. Plati to jak pro obrazy, tak i
pro okamzité hodnoty.

U,Gp)_u, (e

1,(x,p) i,(x0) (6.3-15)

v

Piiklad 6.3 —1

Uvazujeme bezeztratové vedeni podle obr. 6.3-1a s primarnimi parametry Cy=100 pF/m,
Ly=0,25 puH/m. Vedeni je na blizkém konci napdjeno ze zdroje nap&ti wu;(z) s vnitinim
odporem R;=150£2. Vnitini napéti zdroje ma trojihelnikovy pribéh znazornény na obr. 6.3-
1b. Vedeni je nekone¢né dlouhé.

u;(t)

: _i‘l’(t): R+R, —si(t)=iy(t-X) vl
) 10
u(t)= “i(t)R.;liR l u(x,b=uy(t-) ‘T 1
ui(t)l 4 —
0l o 05 [ns] t—>
X N
a) b)

Obrazek 6.3.1 Poméry na vedeni nekonec¢né délky: a) schéma usporadani, b)
vnitini napéti zdroje signalu

Nejprve ur¢ime sekundarni parametry vedeni:
L . . .
Vlnovy odpor R, = /—0 =50Q, Cinitel Sifeni ¥ = p,/L,C, = pt, kde 7=5ns/m je mérné
Yy odp v C, V=PNLoCo =P ]

zpozdéni signalu (zpozdéni na metr délky; odpovidajici rychlost Sifeni je pak rovna
v=1/1=200000 km/s). Protoze jde o nekonec¢né dlouhé vedeni, je jeho vstupni odpor roven
vlnovému odporu R,=50¢2. Napéti na vstupnich svorkach bude mit stejny priubéh jako vnitini
nap¢ti zdroje, bude vSak sniZzeno o ubytek na vnitinim odporu R;,

R
u ()y=u.(t Y =0.25u.(¢).
l() l()Rl_—I—RV l()
, . u (1)  u,(?)
Vstupni proud je i, () = —= = —¢ .
pni proud je i (¢) R R R

Kazdy metr vzdalenosti od zacatku (blizkého konce) vedeni znamena zpozdéni signalu o 5 ns.
Proto pro napéti a proud v misté x plati

u(x,t)=u,(t—m), i(x,t)=i(t—1).
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[V]
2,5 - x=0 .
]\ l,\ \ x=0,2m x=0,6m iy x=1m
0 l \ I\ Y
S\ 1\ P )
b H 1
= \ ! \‘ I , I f . I | t—>
0 1 2 3 4 5 6 7 [ns]
\Y
2,5 T II :‘:
/1 i
» II ‘ t=1 ns t=3 ns A t=5 ns
ERVE I . b)
. | ] I | >
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 [m]

Obrazek 6.3.2 Priibéh napéti na vedeni: a) v riiznych vzdalenostech od blizkého
konce,b) rozloZeni napéti podél vedeni v riiznych ¢asovych okamzZicich

[lustruji to prib&hy na obr.6.3-2a. Obrazek 6.3-2b na druhé stran€ znazoriiuje, jak se s Casem
meéni rozlozeni napéti (a v pfislusném méfitku 1 rozlozeni proudu) v zavislosti na x, tj. jak se
Sifi vlna, vyvolana vstupnim signdlem, podél vedeni. Na obr.6.3-3 je pak zavislost wu(x,z)

zobrazena v jediném grafu.

u(x,t)

Obrazek 6.3.3 Trojrozmérny model rozloZeni napéti u(x,t)
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6.3.1.2 Vedeni kone¢né délky

Jestlize v né¢které vzdalenosti x=/ vedeni ukon¢ime a odfiznutou (nekonecné dlouhou)
¢ast nahradime odporem o velikosti R,, vina se v useku od x=0 do x=/ §ifi jako dfive. Na
vzdaleném konci vedeni v bod¢ x=I je postupujici vina napéti i vina proudu opozdéna oproti
napéti a proudu na blizkém konci o 7=I/v=1l. Jakmile vlna u,(1,?), i,(],t) dorazi na konec, cela
jeji energie se ztrati v zatézovacim odporu.

Uvazujme nyni, ze zatézovaci odpor R, je rizny od R, (obr. 6.3-4a). Mlzeme si jej
piedstavit jako sériové spojeni vinového odporu R, a odporu R-R, (obr.6.3-4b). Ubytek
ip(1,t).R, vyvolany postupnou vlnou proudu i, je napéti, které by v bod€ x=/ bylo, kdyby
vedeni dale pokracovalo do nekoneéna. Ubytek na rozdilovém odporu R, -R, predstavuje pak
néco nového, co narusuje dosavadni hladky postup viny zleva doprava. Tento ubytek vyvola

N i1,
—_J

a) ui(t)l lul(t) R,

b) ui(t)l lul(t)

C) ui(t)l lul(t) R,-R,

i,(LH(R,-R)

Obrazek 6.3.4 Odraz viny na vedeni: a) vedeni zakoncené R; ,b) nahradni schéma,
¢) nahradni schéma se zdrojem napéti

odrazenou vlnu proudu i,, kterd bude postupovat opacnym smérem a ktera je reprezentovana
druhym c¢lenem v rovnici (6.3-14). Situaci zachycuje ndhradni schéma na obr. 6.3-4c. Protoze
vedeni pfedstavuje pro tuto vinu odpor R,, je proud odraZené viny v x=/ roven

14

R, —R
i (I,H)=—i (I,t).(R, —R)). =—i (I,1).—=2 =—p, i (It 6.3-16a
i,(Lty==i,(l,0).(R,-R,)) R+ R i,( )R2+Rv Py, (1) ( )

a napéti
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R, —R
u (Ly=i (ILH.R, =u (I,t).—=—L=p,u (I,1). 6.3-16b
LD =i, (LYO.R, =u,( )R2+RV pyu,(l,1) ( )
Zlomek
R,-R
~ = 6.3-17
R, +R, P> ( )

udava cinitel odrazu (na vzdaleném konci vedeni).
Celkové napéti na vzdaleném konci je rovno souctu napé€ti postupné a odrazené viny

u(l,t)=u,(l,t)+u,(,t) =u,(,0).(1+ p,) (6.3-18a)

a proud na konci vedeni
i,yy=i,(L,Lo+i.(Lyy=i,(,0).(1-p,). (6.3-18b)

OdraZena vlna se §ifi smérem od vzdalen¢ho konce vedeni k blizkému konci rychlosti v.
Jakmile dorazi na blizky konec do bodu x=0, odrazi se tentokrat s Cinitelem odrazu (na
blizkém konci)

- (6.3-19)
a odrazend ¢ast opét postupuje zpét, tj. smérem rostouciho x.

Poznamka:

Cinitel¢ odrazu mohou nabyvat hodnot mezi -1 (pro piipad, Ze zakon&ovaci odpor R; resp. R,
je roven nule) a +1 (v ptipadé, ze vedeni je na pfislusném konci naprazdno, tj. zakonCovaci
odpor je nekonecné veliky).

Priklad 6.3-2

Bezeztratové vedeni na obr. 4.2-5a s vinovym odporem R, a Cinitelem Sifeni y je
napéjeno ze zdroje napéti, které se v Case =0 méni skokem na konstantni hodnotu U. Vnitini
odpor zdroje je roven vinovému odporu, R;=R,. Vedeni délky / je na vzdaleném konci
zkratovano, zatézovaci odpor R,=0 a Cinitel odrazu p,= -1.

Casové pribshy napéti u;(z) a proudu i;(?) na zalatku (blizkém konci) vedeni jsou
nakresleny na obr. 4.2-5b,c. V okamziku t=0 se napéti u;(¢) skokem zméni z nuly na U/2,
protoze vstupni odpor vedeni s vnitinim odporem zdroje napéti tvoii deli¢ s délicim pomérem
. Proud i;(0)=U/(2R,). Skute¢nost, Ze vedeni je na vzdaleném konci zkratovano, se zatim
nemuze projevit. Po uplynuti doby rovné z/ dospéje vlna na vzdaleny konec vedeni. Zde se
vlna napéti odrazi a se zdpornym znaménkem bézi zpét. Po uplynuti dalSiho intervalu 7/
dorazi na pocatek vedeni. Teprve od okamziku =27 je napéti u;(¢)=0, zkrat na konci vedeni
se projevi na jeho zacatku. Proudové vlna se naproti tomu odrazi s ¢initelem odrazu rovnym
+1, takze od okamziku =217/, kdy zpétna vilna dospé&je na blizky konec vedeni, je vstupni
proud omezen pouze vnitinim odporem zdroje a je roven U/R,.
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Tento ptiklad ukazuje jednu moznost, jak prakticky generovat velmi kratké napétové
impulsy obdélnikového pritbéhu. Délka impulsu je ddna délkou (a Cinitelem Sifeni) pouzitého
tvarovaciho vedeni. Aby generator impulst na tomto principu spravné pracoval, je tieba, aby
se vstupni napéti skutecné¢ meénilo skokem. Toho se dosahuje pouzitim velmi rychlého

spinace, jimZ zdroj stejnosmérného napéti U pfipojime v ¢ase =0 k zacatku tvarovaciho
vedeni.

R=R, 1)
—
Ul @ lul(t) a)
‘< 1 =

U
2
=1 b)
5
0 211 t—>
’:ZT U
=l
U
2R, C)
|
|
0 211 t —>

X! 00 thtau™)

Obrazek 6.3.5 K prikladu 6.2-2 : a) zakladni schéma, b) ¢asovy priibéh napéti na
blizkém konci, ¢) ¢asovy pribéh proudu na blizkém konci, d) prostorovy obrazek napéti
u(x,t).
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Piiklad 6.3-3

Bezeztratové vedeni na obr. 6.3-6a s vinovym odporem R, a Cinitelem Sifeni y je
napajeno ze zdroje napéti, které se v Case r=0 méni skokem na konstantni hodnotu U. Vnitini

odpor zdroje je roven vinovému odporu, R;=R,. Vedeni délky / je na vzdaleném konci

naprazdno, zatézovaci odpor R je nekone¢né veliky a Cinitel odrazu p,= +1.

R=R, 1)
—s
| S
Ulé‘) e )
< I )
slv
=) E b)
2
I
0 271 t—>
v
2R, C)
0 271 t—>

7 00 t/(tau™)

Obrazek 6.3.6 K Prikladu 4.3 : a) Zikladni schéma, b) ¢asovy priibéh napéti na
blizkém konci, c) ¢asovy prubéh proudu na blizkém konci,
d) prostorovy obrazek napéti u(x,z).

Casové pribdhy napéti u;() a proudu i;(z) na zacatku (blizkém konci) vedeni jsou
nakresleny na obr. 6.3 -6b a obr. 6.3-6¢. V okamziku =0 se napéti u,(z) skokem zméni z nuly
na U/2, a proud na i;(0)=U/(2R,) z divodd, uvedenych u piikladu 6.3-2. Skutecnost, ze
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vedeni je na vzdaleném konci naprazdno, se zatim nemuze projevit. Po uplynuti doby rovné o/
dospéje vlna na vzdaleny konec vedeni. Zde se vlna napéti odrazi a s pivodnim kladnym
znaménkem bézi zpét. Po uplynuti dal$iho intervalu 7/ dorazi na pocatek vedeni a od
okamziku =21/ je napéti u,(t)=U. Proudova vlna se naproti tomu odrazi s Cinitelem odrazu
rovnym -/, takze od okamziku =27, kdy zpétnd vlna dospéje na blizky konec vedeni, je
vstupni proud roven nule a na vnitinim odporu zdroje je nulovy ubytek napéti.

Tento piiklad ukazuje na mozny princip generovani velmi kratkych obdélnikovych
impulst proudu.

6.3.1.3 Odvozeni obecnych vztahu pro poméry na vedeni koneéné délky

V uvahach v pfedchéazejicim odstavei jsme sledovali situaci na vedeni v prvnich
okamzicich po pfivedeni signalu na vstup. Nyni odvodime vztahy, které umozni simulovat
poméry na vedeni v libovolném okamziku. PouZijeme k tomu okrajové podminky dané
pomé&ry na obou koncich vedeni a ur¢ime integracni konstanty U,;(p) a U./(p) ve vztazich
(6.3-5) a (6.3-6).

Na blizkém konci dosadime x=0

U@, p)=U(p)=U, +U,, 1(0,19):11(19):%(U,,1+U,1) : (6.3-20)

Podobné na vzdaleném konci, x=/

U(la p) = U2 (p) = Uple_yl +Urle+7la

1 oy o (6.3-21)
I p)=L(p) == WUye ™ =U,e™)
Resenim rovnic (4.2-21) uréime integraéni konstanty
U,+R,I U,-R1I
ol =—2 e U,=——"2e7", (6.3-22)
2 2
Potom napéti v libovolném misté 0<x</ bude
R -R1I :
U(x,p) = %e””‘” + %e_””) =U,coshy(l-x)+I,R, sinhy(l—x) =
=U,coshyy+,R sinhyy. (6.3-23)
Podobné¢ proud
.
I(x, p) :UzR—s1nh7y+I2 cosh py, (6.3-24)

v

kde y=/-x jevzdalenost métena od (vzdaleného) konce vedeni.

Dosadime x=0 a z rovnic (6.3-23) a (6.3-24) ziskdme vztahy pro napéti U; a proud /; na
blizkém konci v zavislosti na veli¢inach na vzdaleném konci
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U, =U,coshyl+1,R sinhy!
(6.3-25)

.
I, =U, R—smhyl+[2 coshy!
Je to obdoba kaskadnich rovnic dvojbranu (s tim rozdilem, Ze proud I, je orientovan
obraceng). Z kaskadnich parametrii vypoc¢itame prvky admitanéni matice

cothy! .;l 7
y=— _, U7 (6.3-26)
R, - coth ¥/
sinh [

Admitan¢ni matici miizeme jiz pfimo pouzit k formulaci rovnic sloZité soustavy metodou
uzlovych napéti nebo modifikovanou metodou uzlovych napéti.

Tak napt. v pripade, ze vedeni je na blizkém konci napajeno ze zdroje napéti u;;(?), jehoz
obraz je U (p) a vnitini impedance Z;(p) a na vzdaleném konci je zatizeno impedanci Z,(p),
sestavime rovnice pro napéti na obou koncich vedeni jako

I 1 -1
7 RN Ramgl | [u]_|2u
A , sinh y =l z T (6.3-27)
-1 1 1 U 1
—— —4—cothy! 2 0
R sinhl Z, R

Resenim téchto rovnic dostaneme pro napéti na vzdaleném konci vyraz

Z

U,(p)=U,(p) — 2 =7 : (6.3-28)

1 2 172 .

R (+ cothy/+—=>)sinh y
R, R,
Po tpravach
RV Z e !
U,(p)=2U,(p) 2 =
Z, +R, Z,+R, 1_Z1 -R, Z, -R, e
Z, +R, Z,+R, (6.3-29)
R Z, e’!

=2U, .
ll(p) Zl +Rv ZZ +Rv 1_101/026_2;/[

Napéti v misté vzdaleném o x od blizkého konce je pak po dosazeni do (4.2-23)

-7 X —-7(21-x)
U,+R ], o7 U,-R,1, o7 R, e’ +p,e

2 2 “Z 4R, 1-p,pe!

U(x, p) =

(6.3-30)
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Konkrétni situaci pak feSime tak, ze dosadime za obraz vstupniho signdlu, za sekundérni
parametry vedeni R, a vy, za impedance Z; a Z, a oba Cinitele odrazu. Original u(x,t) se pak
hleda inverzi Laplaceova obrazu U(x,p). Analyticky vyraz pro u(x,t) lze nalézt pouze
v nejjednodussich ptipadech. Jinak musime pouzit vhodného numerického postupu.

Priklad 6.3-4

Uvazujeme vedeni napdjené ze zdroje signalu Uj(p) s vnitinim odporem R; a na
vzdaleném konci zakoncené odporem R,. Velikosti odpord R; a R, se 1isi od vinového odporu
R, , takze oba Cinitelé odrazu maji redlné hodnoty od nuly rizné, kladné nebo zaporné.

Ve vyrazu (6.3-30) pro obraz napéti v libovolném mist¢ na vedeni dosadime Z;=R;,
y =pt=pL,C, , 2l-x=[+y a upravime.

1
‘ e—prx + e—pr(Zl—x) —
il R1+Rv ( pZ )l_plpze,zpz-]

1
e—prx+ e—pr(l+y) -
R, +R ( g )l—plpze_zp”

v

U(x,p)=U

(6.3-31)

il

Posledni zlomek ve vyrazu mizeme chapat jako soucet nekonecné geometrické fady
[+¢°+¢’+ ... s kvocientem g=p;pe "

1

—2ptl

l_plpze

—2przl -4pzl —6prl

=1+ p,p,e "+ priptre ™+ pliplre T 4+ L. (6.3-32)

Pak po vynasobeni vyrazii s exponencialnimi funkcemi dostaneme pro obraz U(x,p)

R _ _ _ _
U(x, ]?):[]i1 R vR [e p +pze pr(l+y) +p1pze pr(21+x) +,01,022€ pt(2l+y) +]:
1 %

R R R
=U, — Y e?PPyy, —r e—PT(“'Y) +U. v e—pz’(21+x) i
il R1+RV il R1+RV p2 il R1+R plpZ

v

R
+U,, ———p,p 2e 7 4
"R +R

14

(6.3-33)

Vyraz UR/(R;+R,) je obrazem prubéhu napéti, které by bylo na blizkém konci vedeni za
ptedpokladu, Ze by vedeni bylo nekone¢né dlouhé nebo na vzdaleném konci ptizplisobené.
Tento obraz je postupné nasoben &initeli odrazu a exponencidlnimi funkcemi typu e .
Kazda takova exponencialni funkce proménné p indikuje zpozdéni originalu o cas 7.

Z vysledného vyrazu tedy plyne, Ze v ¢asovém intervalu 0<t<7/ na vedeni existuje
pouze jedna postupna vlna, popsana prvnim ¢lenem v rovnici (6.3-18a). Originaly k druhému
a dal$im c¢lenim jsou zatim rovny nule. V intervalu 7/<t<27 se piidd prvni zpétnd (od
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nepfizptisobeného zatéZzovaciho odporu odrazena) vina. Ta dorazi na blizky konec vedeni
v Case t=21 a opét se odrazi. Vznikne druha postupna vlna, popsana tfetim ¢lenem ve vyrazu
pro obraz napéti a tak to postupuje i dale. Celkové napéti v libovolném bodé¢ je pak déno
superpozici vSech postupnych a odrazenych vin, které v daném okamziku existuji. Vzhledem
k tomu, ze absolutni hodnoty koeficient odrazu jsou v obecném piipadé vzdy mensi nez 1,
vliv jednotlivych ¢lenll v souctu stale klesa, takze staci vzit v uvahu jejich konecny pocet.

1!0 - 0a93750 0,89_0625 : 0,902_34
? 0,75000 | : : : :
S
= : a)
— ]
0 1 2 3 4 5 ¢ 1 8 vil—>
1,12500 : 5 ‘
1,0 : i 091406 gocsg
> b)
0,0 : : :
—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 thl—>

ttau®l)

Obrazek 6.3.7 Priibéhy napéti na neprizpisobeném vedeni : a) napéti na blizkém
konci, b) napéti na vzdaleném konci, c) prostorovy obrazek napéti u(x,t)

Je-li napt. vstupni napéti konstantni (v /=0 se méni skokem na U) a plati R;=R,/3,
R,=3R,, jsou Cinitelé¢ odrazu p,;=-1/2, p,=+1/2. Pak je prub&h napéti u,(?) na blizkém konci
vedeni, x=0, zobrazen na obr. 6.3-7a, prib¢h u,(?) na vzdaleném konci, x=I/, na obr. 6.3-7b.
Po uplynuti dostate¢n¢ dlouhé doby jsou pak obé napéti stejné velikd a jsou dana délicim
pomérem R»/(R;+R;)=0,9 nasobenym velikosti napé€ti zdroje U.
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6.3.2 Vedeni se ztratami

Casto neni mozno zanedbat ztraty vlivem koneénych velikosti podélného odporu R, a
pri¢né vodivosti Gy. Charakteristickd (vinovd) impedance a Cinitel Sifeni je pak dan diive
uvedenymi vztahy (6.3-10) a (6.3-11).

pLo+Ro
VA = |[——, = L. +R C.+G).
L(p) */pcho ¥(p)=(PLy + R,)(PC, +G,)

Oba parametry jsou obecné iracionalni funkci proménné p.

Vztah (6.3-30) pro obraz napéti U(x,p) plati 1 v tomto piipadé. Situace je vSak o to
sloZit&jsi, ze 1 koeficienty odrazu jsou nyni zavislé na komplexni proménné p a exponencidlni
funkce, jimiz je nasoben obraz napéti na vstupu, predstavuji vedle Casového zpozdéni
v obecném piipadé i zménu tvaru pienaSeného signalu.

6.3.2.1 Nezkreslujici vedeni

Podminka

L L R
L _G& neboli —%=-—"1" (6.3-34)
RO GO CO GO

vede na zvlastni pripad tzv. nezkreslujiciho vedeni.

Charakteristickd impedance je zde konstanta, nezavislda na p, stejné jako u vedeni

bezeztratového.
L
Z,(p)= /—0 . (6.3-35)
CO

Cinitel $ifeni se da vyjadfit jako soucet
R G C
7(p) =+L,C, \/(P+—O)(P+—O) = Row/—o + P LGy =
LO CO LO
L
= GOW/C_O"‘p\/Lo 0 :ﬂ"‘% )
0

(6.3-36)

kde

R
p="r=GoR, =JR,G, .

v

Proto exponencialni funkce exp(-yx) ve vztahu pro obraz napéti nebo proudu je rovna

e 7x :e_ﬂxe_p; (6.3-37)
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Prvni soucinitel nezavisi na p a indikuje exponencialni pokles amplitudy viny s rostouci
vzdalenosti od zdroje signalu. Druhy exponenciélni ¢len vyjadiuje ¢asové zpozdéni podobné
jako tomu bylo u bezeztratového vedeni.

Dosadime do puvodniho vztahu a vidime, pro¢ se vedeni, jehoz primarni parametry
spliuji rovnici (6.3-34), nazyva nezkreslujici: vina napéti nebo proudu pii postupu po vedeni
nemeéni tvar, pouze s rostouci vzdalenosti klesa jeji amplituda.

6.3.2.2 Obecné vedeni se ztratami

Neni-li splnéna rovnost casovych konstant (6.3-34), jsou vlnova impedance i Cinitel
Sifeni zavislé na proménné p.

I kdyZ je vedeni zakonceno rezistorem, jsou Cinitelé odrazu zavisli na proménné p.

Ve vyrazu pro Cinitel Sifeni se nedd odd¢lit Gtlum od Casového zpozdéni. Zpozdéni signalu i
odraz na obou koncich jsou proto doprovézeny i jeho tvarovym zkreslenim.

6.4 Harmonicky ustaleny stav na vedeni

Pti aplikacich pfenosovych vedeni v radiotechnice (napf. propojeni radiového vysilace
nebo pifijimace s anténou) nas zajimaji pom&ry v ustileném harmonickém stavu spiSe nez
ptechodné jevy v Casové oblasti. Provadime proto analyzu v kmitoctové oblasti a pocitame
komplexni hodnoty impedanci a pfenosii. Pfi vypoctech vychdzime z transformovanych
diferencialnich rovnic (6.2-6a, b), kde misto komplexni proménné p dosazujeme j@. Namisto
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Laplaceovych obrazli napéti a proudti zavedeme pftislusné fazory a operatorové vyrazy pro
charakteristickou impedanci a konstantu Sifeni nahradime komplexnimi hodnotami

Z,(jo)= |90 ey = pr ja= Rt jo )G+ j@C.  (64-1)
G, +joC,

6.4.1 Postupna a zpétna vina na vedeni

Pro bezeztratové vedeni plati:

Z, =R = 1/% . y(jo) = ja = joyI,C, = j 2. (6.4-2)
0 \%

Podobn¢ jako pii feSeni v Casové oblasti, feSeni v ustdleném harmonickém stavu se sklada z
postupné a odrazené viny. Podobné jako v ¢asové oblasti, na nekonecné dlouhém vedeni
nemuze odrazena vlna existovat. Rovnice (6.3-8) pak pfejde na rovnici pro fazor efektivni
hodnoty napéti ve vzdalenosti x od blizkého konce, tj.

U, jo) = U (joe ™, (6.4-3)
kdeU,(jw) je fazor efektivni hodnoty napéti na blizkém konci.
Okamzit4 hodnota napéti je pak

u(x,t) = Im[V2U(x, jo)e™ 1= v2U, sin@t-w>) = U, sinfo(t—>)] . (6.4-4)
\% \%

Pro jednoduchost predpokladame nulovou poc¢atecni fazi napéti U, . Zvolime urcity okamzik ¢
a zakreslime rozlozeni napéti v zavislosti na x. Rozlozeni napéti je periodické s periodou (ve
sméru proménné x) rovnou A =Tv=v/ f. Veli€ina A se nazyva délka viny na vedeni. Plati
pro ni

a=vr=2T 27

a a

V nasledujicim okamziku #+At¢ se cela vina posune rychlosti v ve sméru kladného x
o usek v.At, jak je vobrazku 6.4.-la naznaCeno Carkované. Na obr. 6.4-1b je nakreslen
prabeh postupné tlumené viny na vedeni, u kterého by nebylo mozné ztraty zanedbat.
Na vzdaleném konci vedeni kone¢né délky dochazi obecné k odrazu s Cinitelem

(6.4-5)

Z,(jo)-Z,(jo) ]
Z,(jo)+Z.(jo) (040

p(jo) =

Na vedeni pak existuje vedle postupné viny i1 vlna odrazena, $itici se opaénym smérem a
majici amplitudu rovnou v,|p,| (stale uvazujeme vedeni beze ztrat). V kazdém mist¢ na

vedeni pak obé viny superponuji. Tam, kde se setkévaji se stejnou fazi, se jejich hodnoty
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= Um"‘_\\ U ™
- mpl
z N e TSy
= / t+At =
I Vf II 5Q / \ Vf\ p
) \Y Y/ _ %
/ \ g / /-——" X
/ \ / o
\ l //
Mt N\ /.- ,
N A // <

Obrazek 6.4.1 Postupna vina na vedeni : a) netlumena, b) tlumena

seCitaji a celkové napéti je tam rovno
Upe =U (14|, ]). (6.4-7)
V mistech, kam ptichazeji viny s opa¢nymi fdzemi, se jejich hodnoty odecitaji a napéti je tam
Ui =U,(1=|p,]) . (6.4 -8)

Na vedeni potom vznikaji stojaté viny. Jejich existenci miizeme ovéfit mefenim napéti mezi
vodi¢i vedeni v riznych mistech. Ptiklad takového rozlozeni napéti je na obr.6.4-2.

U.(y) U

\ max

min

<D

Ymin

ya
~

Obrazek 6.4.2 RozloZeni amplitudy napéti a proudu podél vedeni
Pomér

psy = Yme _ 14104 (6.4-9)
Umin 1_|p2|

se nazyva pomér stojatych vin. Oznacuje se také Casto jako SWR z anglického "standing

wave ratio" a udava se v decibelech. Je mirou kvality impedan¢niho pfizptsobeni zatéze k
vedenti.
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Pro dokonale pfizpisobenou zatéz je Z, =Z,, tj. p»=0 a pomér stojatych vin PSV=1
(0 dB). Pro vedeni naprazdno nebo nakratko je p, =+1 a PSV — .

Podle vzdalenosti y,. prvniho maxima resp. prvniho minima y,;, od vzdalené¢ho konce
vedeni (viz obr.6.4-2) usuzujeme na argument ¢initele odrazu ;. Cas, ktery postupujici vina
potfebuje, aby dorazila z bodu y,,,, na konec vedeni, je

g =Y Ve (6.4-10)
\% w

Féze vlny se mezitim zpozdio @, =a y,,, . Cinitel odrazu natoéi jesté fazi o thel &, takze
odrazend vlna ptichazi do bodu y,., s natocenim proti postupujici viné rovnym
20y, +0,. (6.4-11)
Aby byly obé viny ve fazi, musi byt
-2y, +t0,="21 , . 0,=2@Y,n —7), (6.4-12)
resp. v protifazi

20y 0 =—1 . 5, =2Aayu, —%). (6.4-13)

Pfi zndmé velikosti charakteristické impedance dokaZzeme pak z hodnot PSV a yuux 1€SP. Ymin
vypocitat komplexni hodnotu zatézovaci impedance Z, (jo).

6.4.2 Vstupni impedance bezeztratového vedeni konecné délky

Na zéklad¢ rovnic (6.3-25) a (6.4-2) plati pro bezeztratové vedeni v harmonickém
ustaleném stavu

U, =U,cosh(jal)+1L,R sinh(jal),

(6.4-14)
I,=U, RLsinh(ja l)+1,cosh(jal).
xr y . . .. 2r
Uvazime, Ze cosh(jx) = cos x,sinh(jx) = jsinx, a = 7 a dostaneme
) . . [
U, =U, cos(27m Z) + JLLR, sin(27 Z)
(6.4-15)

S / [
I, =,U, I sin(2z Z) +1, cos(2x Z)

v
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Protoze ddle U, =Z,1,, vstupni impedanci Z , ziskame jako podil

Z, cos(2x L) + JjR, sin(2x i) Z, cos(2x i) + JR, sin(2x i)
Z,=-t=— /11 ’3 =R, f . (6.4-16)
i ' sin(2r ;) +7Z, cos(2r E) R, cos(2x ;) + jZ, sin(2r Z)

v

Vstupni impedance zavisi na vinovém odporu vedeni, na zaté¢zovaci impedanci a na poméru
délky vedeni k délce viny na vedeni.

6.4.2.1 Negkteré zvlastni pfipady

1. Vedeni impedanc¢né prizpisobené, Z, = R,
Vstupni impedance Z,, =R, bez ohledu na délku vedeni.

Tento zavér proto plati i pro vedeni nekonecné délky.

2. Vedeni nakratko, Z, =0
7., =JjR,1gC2x é) (6.4-17)

Vstupni impedance je Cisté imaginarni. Pro 0</<A/4 je ¢isté induktivni, pro A/4<[/<A/2 je

I

Obrazek 6.4.3 Vstupni impedance vedeni nakratko

Cisté kapacitni atd. (viz obr.6.4-3).

Je-1i délka vedeni rovna lichym nasobkiim A/4 je vstupni impedance nekone¢né velika
(vedeni se chova jako paralelni rezonan¢ni okruh v rezonanci), je-li délka rovna sudym
nasobklim A/4, je vstupni impedance rovna nule (vedeni se chova jako sériovy rezonan¢ni
okruh v rezonanci).
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3. Vedeni naprazdno, Z, — o

Z . ,=-JR, cot g(27r%), Y, ., = b = jL g(Zﬂ%) . (6.4-18)

Z vstk Rv

Pribéh impedance v zavislosti na délce vedeni ukazuje obr.6.4-4. Situace je podobnd jako u
vedeni nakratko, prodlouzeného o 4/4.
Jix

vst0

[
A 3%/4

y naprazdno
!

Obrazek 6.4.4 Vedeni zakoncené naprazdno

4. Vedeni zatiZené reaktanci

Na obr.6.4-5 je nakresleno vedeni nakratko (uvazujeme bezeztratové vedeni s realnou
charakteristickou impedanci). Nahradime-li jeho odfezek délky Ay odpovidajici reaktanci

JX, =jZLtgaly, (6.4-19)
jeho vstupni impedance Z(y’) se nezméni. Pro soufadnice podle obrazku plati
Z(y) iX
y 0
y p Ay
Z(y) iX

Obrazek 6.4.5 K impedanci vedeni zakonceného reaktanci
y’ =y + Ay aimpedance je

Z(y)= jLiga y'= jLiga(y+Ay).
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Reaktan¢ni zatéz je proto, pokud jde o vstupni impedanci vedeni, ekvivalentni prodlouzeni
resp. zkraceni vedeni o

X
Ay = arctg Z_2 (6.4-20)
Znaménko Ay zavisi na znaménku reaktance X>. Induktivni zatéz proto efektivni délku vedeni
prodluzuje, kapacitni zatéz zkracuje.

5. Vedeni délky 12

Ma-li vedeni délku rovnou celistvému ndsobku poloviéni vinové délky, /=kA/2, je jeho
vstupni impedance rovna impedanci zatézovaci

7., =7, (6.4-21)

Vst

Plyne to ze vztahu (6.4-16). Vedeni transformuje zatézovaci impedanci na vstupni svorky bez
ohledu na jeji velikost v poméru /:7. Této vlastnosti vedeni lze vyuzit pfi méfeni impedance
vzdalenych objektl, napt. antén.

6. Vedeni délky A/4

Pro vstupni impedanci vedeni délky A/4 dostaneme upravou vztahu (6.4-16)

1 L,
+J

2 A Z,
fniddidd 72

szt _ZZ Z 4 = -
1 Zz, 7,
w2
A4

Plati tedy
7,7,=2., (6.4-22)

vedeni pracuje jako impedancni invertor (podobné jako gyrator). Transformaéni pfevod mezi
impedancemi Z; a Z,, je dan vlnovou impedanci a lze jej proto nastavit geometrickymi
rozméry vedeni.

Poznamka ke vstupni impedanci kratkého vedeni

Je-li [<< A/4, hovotime o kratkém vedeni. Vyrazy pro vstupni impedanci nakratko a vstupni
admitanci naprazdno mizeme pak zjednodusit pouzitim prvniho ¢lenu v Taylorové rozvoji

pro funkci tg(27 %) .

Vstupni impedance nakratko je pak ptiblizné
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L
Zm%inQﬂﬁszpd:jw E% LCyl=joL,l. (6.4-23)
0

Vedeni predstavuje indukénost Lyl. Podobné vstupni admitance naprazdno

Y

vst0

= jowC,l, (6.4-24)
vedeni se chové jako soustfedénd kapacita Cyl.

Tyto vysledky umoziuji urcit primarni parametry Ly a Cp méfenim indukc¢nosti kratkého
useku vedeni nakratko a kapacity naprazdno. Méfeni se musi uskutecnit na dostatecné
nizkych kmitoc¢tech. Métime-li naptiklad na kmitoctu I MHz, kterému odpovida vinova délka
pfiblizn¢ 300 m, vezmeme usek vedeni o délce nejvySe nckolika metri a tim splnime
podminku /I<<A/4.

o ron , L, e
Ze ziskanych hodnot Ly a Cy pak vypocitdme vlnovy odpor R, = |— a mérné zpozdéni
0

=2-JL,C, .
w
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6.5 Parametry typickych vedeni

V nasledujici tabulce jsou uvedeny ptiblizné vztahy pro vypocet primarnich parametrti
Cy a Ly a vinového odporu R, tti typickych provedeni bezeztratovych pienosovych vedeni. Ve
vSech pfipadech jsou tyto parametry zdvislé na geometrickych rozmérech vedeni a na
vlastnosti prostfedi, charakterizovanych permitivitou ¢ a permeabilitou 2z
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typ vedeni | dvojvodicove vedeni koaxialni kabel plosny spoj

g
- p— y
oA i
. TE 21 ¢ _ne
kapacita C, In(alr,) In(r,/r,) In(2d/w)
indukénost L, (w/m) Inalry) (w/2m) In(r,/r,) (wm) In(2d/w)

o r | (mywe) In(arr) (172m) [ (We) In(rr) | (1/m) [ (we) In(2d/w)

tabulka 6.5-1 Vzorce pro primarni parametry Cy, Ly a vinovy odpor Ry ti‘i
typickych prenosovych vedeni

Typické hodnoty vinového odporu jsou pro dvojvodicova vedeni ve vzduchu 200 az 300 €,
pro koaxialni kabelova vedeni a tiS§téné spoje na desce 30 az 100 Q2. Rychlost Sifeni vin podél
vedeni je ve vSech ptipadech rovna pfiblizné

y= , (6.5-1)

kde
c=300000 km/s je rychlost svétla ve vakuu,
& a w1, jsou relativni permitivita a permeabilita prostiedi mezi vodici.

Proto u vedeni se vzduchovym dielektrikem se rychlost Sifeni blizi rychlosti svétla, avSak u
kabelt s pevnym dielektrikem a u desek s ploSnymi spoji klesé ¢asto na pouhé dvé tretiny az
polovinu této hodnoty.
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7 Dodatky
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7.2 Prilohy

V Piiloze jsou uvedeny tfi programy, které mohou byt uzite¢né pfti feSeni elektrickych
obvodu na pocitaci. Jde o jednoduché programy v jazyku PASCAL, které nejsou naro¢né na
rozsah paméti pocitace a nekladou pfiliSné naroky na pouZitou verzi piekladace. Vstupni data
jsou ve vSech piipadech zadavana ve formé konstant na zacatku programu. To, Ze program
musime vzdy po zadani nového piikladu znovu zkompilovat, neplisobi potiZe, protozZe
kompilace je ukoncena béhem nékolika sekund. Vyhodné vsSak je, ze zadani je piehledné,
snadno kontrolovatelné a dovoluje provadét modifikace.

Priloha 1 ResSeni soustavy linearnich rovnic s realnymi koeficienty

metodou Gaussovy eliminace

Program je urcen napi. pro feSeni rovnic rezistorového linearniho obvodu pii pouziti
metody smyckovych proudd nebo uzlovych napéti. Jako ptiklad jsou v programu uvedena
data, odpovidajici jednoduchému mistku, popsanému rovnicemi smyckovych proudi.
Schéma je na obr.P.1-1. Hodnoty odporit Ra, Rb a Re jsou pevné, odpory Rec a Rd jsou ¢asti
potenciometru o celkovém odporu 10 kQ. Nastaveni béZzce je ddno parametrem m (v
programu je m nastaveno na 0.3).

R, = 4,5kQ

R, = 8,7kQ

Uz10V l() R. = 3,0kQ
I Ry = 7,0kQ

R, = 1,0kQ

Obr P.1-1 : Jednoduchy mustek jako ptiklad pro pouziti programu

LINROV

program linrov; (* reseni soustavy linearnich rovnic *)
const

n = 3; (* pocet rovnic *)
type

vek = array[l..n] of real;

mat = array[l..n,1l..n+tl] of real;
const

(* odporovy mustek s potenciometrem *)

m = 0.3; (* Rc = 3k, Rd = 7k *)

(* rovnice pro smyckove proudy, vysledky v mA ¥*)

a mat = (( 13.2, -13.2, -8.7, 10),
(-13.2, 23.2, 8.7+10* (1-m), 0),
(-8.7, 8.7+10* (1-m), 9.7+10*(1-m), Q));
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var

i,3 : integer;

det : real;

X : vek;

procedure Gauss (n:integer;a:mat;var x:vek;var dd:real);
(* reseni linearnich rovnic metodou Gaussovy eliminace

s castecnou pivotaci

n Je pocet rovnic

a Jje matice soustavy n*n+1

v poslednim sloupci vektor pravych stran
X Je vektor neznamych
dd je hodnota determinantu matice *)

var
nl,i,j,k,jl: integer;
tl,t2 : real;
begin
nl:=n+1;
for j:=1 to n do
begin
Jjl:=9+1; if j<n then
begin
tl:=abs(alj,jl); i:=0; (* hledani nejvetsiho
prvku *)
for k:=3J1 to n do
begin
t2:=abs(alk,Jj]); 1f t2>tl then
begin tl:=t2; 1i:=k; end;
end;
if i>0 then
for k:=1 to nl do (* zamena radku *)
begin tl:=afli,k]; ali,k]l:=alj,k];
alj,k]:=tl; end;
end;
t2:=alj,jl; (* pivot *)
for k:=1 to n do
begin
if k<>7j then
begin
tl:=alk,j]l/t2; if t1<>0 then
for 1i:=J1 to nl do alk,i]:=alk,i]l-tl*al[]j,1i];
end;
end;
end;
dd:=1;
for j:=1 to n do (* zpetna substituce a vypocet
determinantu *)
begin tl:=al[j,jl; x[jl:=al[j,nl]l/tl; dd:=dd*tl; end;
end;

(* vlastni ridici program ¥*)
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begin
Gauss (n,a, x,det) ; (* volani procedury Gauss *)
for i:=1 to n do write(x[i]:13," ")
writeln;
writeln (det:13);
readln;
end.
Vysledné hodnoty jsou

x[1]=1,=1,760335 mA, x[2]=1,=1,047209 mA, x[3]=15=-0,06744099 mA.

Priloha 2 ReSeni soustavy linearnich rovnic s komplexnimi koeficienty
metodou Gaussovy eliminace

Program je urCen napi. k feSeni linearnich setrvaénych obvoda v ustaleném stavu
pomoci symbolického poctu. Jako ptiklad je uvedeno feSeni vazebniho ¢lanku RC z obr.5.3-
10. Parametry obvodu jsou konstantni, miize se vSak ménit kmitocet, ozna¢eny v programu
identifikatorem fr. (V programu je fr nastaveno na 1000 Hz).

program komrov;
(* reseni soustavy linearnich rovnic s komplexnimi koeficienty
metodou Gaussovy eliminace *)

const
n=2; (* pocet rovnic *)
R1 = 1680; Cl = 0.235e-6; (* parametry obvodu *)
R2 = 12e3; C2 = 10e-9;
fr = 1000; (* kmitocet *)
pi = 3.1415926536;
type
mat = array[l..n,1l..n+tl] of real;
vek = array[l..n] of real;
const
yr:mat = (( 1/R1, 0, 1/R1),
(0, 1/R2, 0));
yiimat = (( 2*pi*fr*Cl, -2*pi*fr*Cl, 0),
(=2*pi*fr*Cl, 2*pi*fr*(Cl+C2), 0));
var
i : integer;
Xr,xi : vek; (* vektor neznamych *)
dr,di : real; (* determinant *)

procedure Gaussk(n:integer;yr,yi:mat;
var xr,xi:vek;var dr,di:real);

procedure cmult(a,b,c,d:real;var e,f:real);
(* nasobeni komplexnich cisel e+3jf = (at+jb)*(c+jd) *)
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begin
e:=a*c-b*d; f:=a*d+b*c;
end;

procedure cdiv(a,b,c,d:real;var e, f:real);
(* deleni komplexnich cisel e+jf = (a+jb)/ (c+jd)
begin

f:=c*c+d*d; e:=(a*c+b*d) /f; f:=(b*c-a*d)/f;

end;

var
nl,j,jl,ii,k : integer;
a,b,e, f : real;

begin
nl:=n+1;
for j:=1 to n do
begin
Jl:=3+1;
if j<n then
begin
a:=abs(yr([j,Jjl)+abs(yil[j,Jl); 1i:=0;
for k:=J1 to n do
begin
b:=abs (yrlk,jl)+abs(yilk,J1);

*)

if b>a then begin a:=b; ii:=k; end;

end;
if ii>0 then
for k:=1 to nl do
begin
a:=yrl[ii,k]; b:=yil[ii,k];
yrlii, k]:=yr(j, k];
yilii,k]l:=yil[j,k]; vyrlj,kl:=a;
yilj,k]:=b;
end;
end;
for k:=1 to n do
begin
if k<>7j then
begin
a:=yrlk,Jjl; b:=yilk,J];
if abs(a)+abs(b)>0 then
begin
cdiv(a,b,yrl(3j,Jl,vil3,31,a,b);
for ii:=j1 to nl do
begin

cmult (a,b,yr[j,1i],yil[],1ii],e,£f);

yrlk,ii]l:=yrl[k,ii]-e;
yilk,ii]l:=yil[k,ii]-£f;
end;
end;
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end;

end;

end;

dr:=1; di:=0;

for j:=1 to n do

begin

a:=yrl[j,Jjl; b:=yi[3j,3];
cdiv(yr[j,nl],yi[J,nl],a,b,xr[]j],x1i[]]);
cmult (dr,di,a,b,dr,di);

end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
dr:=1; di:=0;
for j:=1 to n do
begin
a:=yrl[j,Jl; b:=yilj,31;
cdiv(yr([j,nl],yilj,nl],a,b,xr[J],x1i[3J]);
cmult (dr,di,a,b,dr,di);
end;
end;
begin (* ridici program ¥*)
Gaussk(n,yr,yi,xr,xi,dr,di);
for i:=1 to n do writeln(i:3," 'y xr[i]:12," 'yxi[i]:12);
writeln(dr:12," ',di:12);
readln;
end.

Vysledné hodnoty uzlovych napéti pro f,=1000Hz jsou:

U;=0.878115-j0.0841996 [V], Uc, = 0.844171-j0.0350643[V].

Priloha 3 ResSeni soustavy diferencialnich rovnic v normalnim tvaru

metodou Rungeho a Kutty 2. Fadu

Program tesi soustavy diferencidlnich rovnic 1. fadu, napt. soustavu stavovych rovnic
ve tvaru (5.4-1). Ve vstupnich datech musi byt uvedeny hodnoty tmin, tmax, nt a nn a
pocate¢ni hodnoty proménnych. V procedure DIFR musi byt rovnice zapsany ve tvaru vyrazi
dx/dt=f(x,t). Jako ptiklad je uvedeno feSeni ptechodného déje ve vazebnim clanku RC z
obr.5.3-10 pfi zadanych pocatecnich podminkach uc;o=1V, uc=-3V.
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Diferencialni rovnice maji tvar

du, 1 du ., 1 R, +R,

=— Uy +U , — = Uy ————— U
dt RICI( o e ) dt RC, < RR,C,

Parametry obvodu jsou R; = 1680 Q, C, = 0,235uF, R, = 12 kQ, C, = 10 nF.

program runge;

const
tmin = 0; (* pocatek intervalu reseni *)
tmax = 500e-6; (* konec intervalu reseni *)
nt = 101; (* celkovy pocet bodu reseni *)
nn = 2; (* pocet rovnic *)
type
vek = array[l..nn] of real;
const
X : vek = (1,-3); (* pocatecni podminky *)
var
h,t : real;
i,3,k : integer;

procedure RKG(nn:integer;h:real;var t:real;var x:vek);
(* algoritmus Runge-Kutta-Gill 2. radu *)
const
ca=1.7071067; cb=0.2928933;
var
dx,q : vek;
gl,g2 : real;
i : integer;

procedure difr;
(* vypocet levych stran dif. rovnic v normalnim tvaru ¥*)

begin
dx[1]:=-2532.928*(x[1]+x[2]);
dx[2]:=-59523.8*x[1]-67857.1*x[2];
end;
begin
(* vlastni algoritmus *)
difr;
for i:=1 to nn do
begin gl:=0.5*h*dx[i]; x[1i]:=x[1]+qgl; qglil:=2*qgl;
t:=t+0.5*h;
difr;

for i:=1 to nn do
begin gl:=h*dx[i]; g2:=ql-gli]; x[1i]:=x[1]+cb*g2;
gli]:=g[i]+3*cb*g2-cb*qgl; end;
difr;
for i:=1 to nn do
begin gl:=h*dx[i]; g2:=qgl-qglil; x[1]:=x[1]+ca*qg2;
gli]:=qgl[i]+3*ca*g2-ca*ql; end;
t:=t+0.5*h;
difr;
for i:=1 to nn do
begin x[1]:=x[1]+h*dx[1i]/6-g[i]/3; end;

end;
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end;

(* ridici program *)

begin
h:=(tmax-tmin) / (nt-1);
t:=tmin; writeln;
for 1i:=0 to nt-1 do
begin
if i>0 then RKG(nn,h,t,x); write(t:12,' ")
for j:=1 to nn do write(x[j]:12,' "); writeln;
if (1 mod 20=0) or (i=nt-1) then readln;
end;
end.

Nékteré vysledky:

t [us] Ucq [V] Uc, [V]
0 1,000 -3,000

10 1,036 -1,964
20 1,052 -1,448
50 1,059 -0,996
100 1,045 -0,923
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